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HUGONG DAN SU DUNG SACH

Moi bai hoc trong sach Toan 12 thudng cé cac phan nhu sau:

@ Ggi ma, két n6i ngudi hoc vao chi dé bai hoc.
Hoat dong khéi dong

U 4
Hoat dong kham pha

-~ e
. ~

Ggi y dé ngudi hoc tim ra kién thiic mai.

E3 NGi dung kién thic can linh hoi.
Kién thic trong tam
Q Cac bai tap co ban theo yéu cau can dat.
Thuc hanh
@ Ung dung kién thuic dé gidi quyét van dé.
Van dung

Hay bao quan, giit gin sach gido khoa dé danh ting cic em hoc sinh 16p sau!



Loi noi dau

Céc ban hoc sinh, quy théy, c6 gido than mén!

Sach Todan 12 thude bd sach gido khoa Chdn troi sang tao duoc bién soan theo Chuong trinh
gido duc pho thong 2018 cua B Gido duc va Pao tao.

Céu trc sach Todn 12 dugc chia thanh hai tap.

Tdp mgt bao gdm ba chuong:

Chuwong I: Ung dung dao ham dé khao sat ham so.

Chuwong II: Vecto va hé toa do trong khong gian.

Chuwong 111: Cdc s6 ddic trung do mirc d phdn tdn cho mau soé liéu ghép nhém.

DPau mdi chuong déu c6 néu rd cac kién thirc co ban s& hoc va cac yéu cu can dat ciia chuong.
Cac bai hoc déu xay dung theo tinh than dinh hudéng phat trién ning luc va thuong duoc
théng nhat theo cac bude: khoi dong, kham pha, thyc hanh, van dung. Sach s€ tao nén
mot moi truong hoc tap va gidng day tuong tac tich cuc nham dam bao tinh d& day, dé hoc
ddng thoi hd trg cac phuong phap giang day hiéu qua.

Noi dung sach thé hién tinh tich hop, gén b6 moén Toédn véi cdc mon hoce khéac. Nhirng hoat dong
trai nghiém duoc ting cudng gitip ngudi hoc c6 thém co hdi van dung Toan hoc vao thuc tién,
ddng thoi tmg dung cong nghé thong tin vao viéc hoc Toan.

Chuing t6i tin tudng rang voi cach bién soan nay, sach gido khoa Todn 12 s& hd trg quy thay,
o giao mot cach tich cuc va hiéu qua trong qua trinh day hoc, dong thoi gitp cac ban hoc
sinh hirng thu hon khi hoc tap bd mon Toan.

R4t mong nhan dugc sy gop ¥ cua quy thay, cd gido va cac ban hoc sinh dé sach dugc ngay
cang hoan thién hon.

CAC TAC GIA
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Phin| MOT 56 YEU TO GIAI TiCH
UNG DUNGIDAOG

Chuong |

Dao ham la mét cdng cu toan hoc ¢é rat nhiéu iing dung trong khoa hoc, ki thuat va déi song. Trong chuong nay,
chiing ta sé iing dung dao ham dé khao sat mét so tinh chat quan trong ciia ham sé (nhu tinh don diéu, cuc tri,
gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat) va tim cac duong tiém can cia d6 thi ham sé, tir d6 vé do thi cia ham sé
hoac gidi quyét mét sé bai toan thuc tién.

| el A S el

$6 lugng thanh pham can san xuét 1a bao nhiéu dé thu dvoc Igi nhuan cao nhat?

Hoc xong chuong nay, ban c6 thé:

— Nhan biét dugc tinh dong bién, nghich bién ctia mot ham sé trén moét khoang dua vao
dau ctia dao ham cap mét cia no.

—Thé hién dugc tinh déng bién, nghich bién clia ham s6 trong bang bién thién.

— Nhéan biét dugc tinh don diéu, diém cuc tri, gia tri cuc tri cila ham sé théong qua bang
bién thién hodc théng qua hinh anh hinh hoc ctia d6 thi ham so.

—Nhan biét dugc gia tri I6n nhat, gia tri nhd nhat cia ham s6 trén mét tap xac dinh cho truéc.

— Xac dinh dugc gia tri I6n nhat, gia tri nho nhat cta ham s6 bang dao ham trong nhiing
truong hop don gian.

— Khao sat dugc tap xac dinh, chiéu bién thién, cuc tri, tiém can, bang bién thién va vé doé thi

ax+b ax® +bx +c

(c#20,ad—bc=0);y=
cx+d mx+n

(a#0, m =0 va da thic tir khéng chia hét cho da thiic mau).
— Nhan biét dugc tinh déi xting (truc déi xing, tam doi xing) ctia dé thi cac ham sé trén.
—Van dung dao ham va khéo sat ham sé dé giai quyét mét sé van dé lién quan dén thuc tién./

clacachamsé:y=ax’+bx’ +cx+d(a=0);y =

5



Bai 1. Tinh don diéu va cuc tri
clia ham so

Tirkhoa: Dong bién; Nghich bién; Cuc tri; Cuc dai; Cuc tiéu.

(»)

\!/ Trong 8 phiit dau ké tir khi xuat phat, 4£'0“
d6 cao h (tinh bang mét) ctia khinh khi cau 405t-- e

vao thai diém t phit dugc cho béi cong 32412/
thirc h(t) = 66 — 81 + 324t. D6 thi cha
ham sé h(t) dugc biéu dién trong hinh bén.
Trong cac khoang thai gian nao khinh khi
cau tang dan do cao, giam dan d cao?

D6 cao ctia khinh khi cau vao cac thei diém 3 phiit va 6 phut sau khi xut phat c6 gi
dachiet?

Wl & = = A8
Oyl o oo = =
Ealleccooc=a

= \/

1. Tinh do'n diéu cta ham sé
Nhac lai vé tinh déng bién, nghich bién ctia ham sé
Ki hiéu K 1a khoang hodc doan hoac ntra khoang. Gia sir ham ) v =f(x) x4c dinh trén K.
Ham s y = f(x) goi 1a dong bién (ting) trén K néu véi moi x,, x, thudc K ma x, < x,
thi f(x)) </(x,).
Ham sb y = f(x) goi 1a nghich bién (giam) trén K néu véi moi x,, x, thudc K ma x, < x,
thi £(x,) > f(x,).
Néu ham s y = f(x) ddng bién trén K thi do thi ciia n6 di /én tir trai sang phai (Hinh 1a).
Néu ham s6 y = f(x) nghich bién trén K thi d6 thi ctia n6 di xuéng tir trai sang phai (Hinh 1b).

YA YV A

y =/

=Y

o K

=y

b
a) Hinh 1 )

Ham s6 ddng bién hoidc nghich bién trén K duoc goi chung 1a don diéu trén K.



Vidu 1. Tim cac khoang don diéu ciia ham s6 y = f(x) c¢6 dd thi cho ¢ Hinh 2.

VA

ol 1 5

8

=Y

Hinh 2
Gidi

Ham s6 dong bién trén cac khoang (—2; 1) va (5; 8), nghich bién trén khoang (1; 5).

@1 Tim céc khoang don diéu ctia ham s y = f(x) c6 @6 thi cho & Hinh 3.
1

VA

Hinh 3

Tinh don diéu cia ham sé

N A <A 1 — _ 2
,q Cho ham s0 y = f(x) = x".
a) Tu do thi cua ham s6 y = f(x) (Hinh 4), hay chi ra cac
khoang dong bién va nghich bién ctia ham s6 da cho.

b) Tinh dao ham /'(x) va xét dau f'(x).

¢) Tur d6, nhan xét vé moi lién hé gitra cac khoang dong bién,

nghich bién cua ham s6 vdi dau cua f'(x).

=y

320
Hinh 4

Trong ,@, ta thdy ham s y = f(x) dong bién trén khoang ma f'(x) duong, nghich bién trén

khoang ma f"'(x) am.



-~

Tong quat, ta c6 két qua sau dy:

-

¥ Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén K.

Néu 1'(x) > 0 v6i moi x thudc K thi ham sb y = f(x) dong bién trén K.
Néu f'(x) < 0 véi moi x thudc K thi ham sd y = f(x) nghich bién trén K.

Vi du 2. Chtrng minh rang ham sb g(x) = Ll nghich bién trén khoang (1; +o0).
x —
Gidi

Ham s6 xéc dinh trén (1; +o0).

Taco g'(x)=- <0 v6i moi x € (1; +o0).

(x=1)°
Vay g(x) nghich bién trén khoang (1; +).

Chii y: Khi xét tinh don diéu caa ham s6 ma chua cho khoang K, ta hiéu xét tinh don diéu
ctia ham s d6 trén tap xac dinh cua no.

Tir két qua trén, dé xét tinh don diéu ctia ham sé y = f(x), ta thuc hién cac budc sau:

Buoc 1. Tim tap xac dinh D ciia ham $6.

Buorc 2. Tinh dao ham f'(x) ciia ham sO. Tim cac diém X5 X5 ...; X, thuoc D ma tai d6 dao ham
/'(x) bang 0 hodc khong ton tai.

Bude 3. Sap xép cac diém x ; x,; ..; x, theo thir tu tang dan, xét dau f'(x) va lap bang bién thién.

Buodc 4. Néu két luan vé cac khoang dong bién, nghich bién ctia ham so.

Vi du 3. Xét tinh don diéu cta cac ham sé sau:
a) f(x) =—x+ 3x%; b)g(x)=x+ %; c)h(x)=x.
Gidi

a) Xét ham sd f(x) = —x* + 3x°.
Tap xac dinh: D =R.
Ta co f'(x) = =3x* + 6x; f'(x) =0 <> x=0hodc x=2.
Bang bién thién:

X —00 0 % +o0

S - 0 + 0 -

" +OO\O - 4\

Vay ham s6 f(x) = —x* + 3x> dong bién trén khoang (0; 2), nghich bién trén cac khoang
(=003 0) va (2; +0).

—Q0




b) Xét ham sb g(x) =x + Ly
X
Tap xac dinh: D = R\ {0}.

2
Tacogr)=1- —=X"1

x X
Vix?> 0 voi moix € R\ {0} nén g'(x) cung dau véi x> — 1.

Tacog'(x)=0<>x*~1=0<x=-1hodcx=1.

Bang bién thién:
X |—oo -1 0 1 +00
g'(x) + 0 = - 0 +
g(x) / = \ +OO\ / +00
—00 —00 2

Vay ham s6 g(x) = x + 1 ddng bién trén cac khoang (—oo; —1) va (1; +0), nghich bién
X

trén cac khoang (—1; 0) va (0; 1).
¢) Xét ham s 4 (x) = x°.

Tap xac dinh: D =R.

Ta c6 A'(x) =3x* A'(x) =0 <> x = 0.

Bang bién thién:
5% —00 0 +o0
R'(x) + 0 +

h(x) / o0
0

Vay ham sb % (x) = x> ddng bién trén R.

Chuy:

a) Néu ham s6 y = f'(x) c6 dao ham trén K, /'(x) > 0 v&i moi x € K va f'(x) = 0 chi tai
mot sO hiru han di€m thi ham s6 dong bién trén K.

b) Néu ham sé y = £ (x) c6 dao ham trén K, £'(x) < 0 v&i moi x € K va f'(x) = 0 chi tai
mot sO hiru han di€m thi ham so6 nghich bién trén K.

Xét tinh don diéu cua cac ham sd sau:

1
a) f(x) =x* — 6x* + 9x; b)g(x)= —.

X
Ching minh rang ham s f(x) = 3x — sinx dong bién trén R.

Hay tra 161 cau hoi trong O (trang 6) bang cach xét diu dao ham cia ham sb
h(t) = 6£ —81£ + 324t v6i 0 <t <8.



2. Cuc tri cla ham sé
Khai niém cuc tri cia ham sé
O Quan sat d6 thi ctia ham sé y = f(x) = x* — 3x> + 1 trong Hinh 5.
a) Tim khoang (a; b) chira diém x = 0 ma trén d6 f(x) <f(0)

vOo1 moi x # 0.
b) Tim khoang (a; b) chira diém x = 2 ma trén d6 f(x) > f(2)
vO1 moi x # 2.

=Y

¢) Ton tai hay khong khoang (a; b) chira diém x = 1 ma trén d6
f(x) > f(1) voi moi x # 1 hodc f(x) <f(1) véi moix # 1?

-~ -

¥  Cho ham sd y = f(x) xac dinh trén tap hop D va YA — )
5 Gié tri A
e Néu ton tai mot khoang (a; b) chtra diém Jg | oo dai\ 4
va (a; b) < D sao cho f(x) < f(x,) v6i moi S&iﬁé&
x € (a; b) \ {x,} thi x, dugc goi la mot diem
cwe dai, f(x,) dugc goi la gid tri cwe dai cia
ham s6 y = f(x), ki hiéu y,,.

e Néu ton tai mot khoang (a; b) chira diém 5y
va (a; b) < D sao cho f(x) > f(x,) v6i moi
x € (a; b) \ {x,}, thi x, dugc goi 1a mot diém Hinh 6
cuwe tiéu, f(x,) duoc goi la gid tri cwc tiéu cta
ham s6 y = f(x), ki hiéu y_..

Piém cuc dai biém cuc tiéu

Chay:

a) Piém cuc dai va diém cuc tiéu dugc goi chung 1a diém cwe tri ctia ham s6. Gia ‘Eri

cuc dai va gia tri cuc tieu dugc goi chung 1a gid #ri cwe tri (con goi 1a cure tri) cia ham so.

b) Néu X, 1a mot diém cuc tri (diém cuc dai, diém cuc tiéu) cua ham sb y = f(x) thi ta

cling n6i ham ) vy = f(x) dat cuc tri (cuc dai, cuc tiéu) tai X,

c) Ham sb o thé dat cuc dai va cuc tiéu tai nhiéu diém trén D.

d) Néu x, 1a diém cuc trj cia ham s6 y = f(x) thi diém M(x,; f(x,)) 1a mot diém cuc tri

cua do thi ham so y = f(x).

Vi du 4. Tim cyc trji cia ham sé y = f(x) ¢

db thi dugc cho ¢ Hinh 7. r4
Giai

Ham s6 y = f(x) co:

«x=11a diém cuc dai vi f(x) < f(1) véi moi
x € (0;2)\ {1}, yep= f(1)=35;

«x =6 1a diém cuc dai vi f(x) < £(6) vi moi

N o o

—_—

Q
af--=-=-=-=---
GNb------
=Y

x € (5 )\ {6}, vep =£(6) = 6; :
« x =4 1a diém cyc tiéu vi f(x) > f(4) v6i moi
xe 35\ {4y, =f(4)=1. Hinh 7

10



,(2 D6 thi cia ham s6 y = {x

N

.

Tim céac diém cuyc tri ctia ham sb y = f(x)
¢6 d6 thi cho ¢ Hinh 8.

Tim cuc tri cia ham sé

2 khix <1
2—x khix>1

a) Tim diém cuc dai va di€m cuc ti€u cia ham so.

b) Tai x = 1, ham sb c6 dao ham khong?

¢) Thay mdi dau ? bang ki hiéu (+, —) thich hop dé hoan thanh
bang bién thién duéi day. Nhan xét vé dau cua »' khi x di

qua diém cuc dai va diém cuc tiéu.
% —00 0 1

duoc cho ¢ Hinh 9.

=y

VA

y' ? 0 ? I

’ *@\0/ \

% Cho ham s y = f(x) lién tuc trén khoang (a; b) chira diém X, va c6 dao ham trén

cac khoang (a; x,) va (x,; b). Khi do:

« Néu /'(x) < 0 v&i moi x € (a; X,) vaf'(x) >0 véi moi x € (x,; b) thi ham s6 y = f(x)

dat cuc tiéu tai diém x;

« Néu /'(x) > 0 v&i moi x € (a; X,) va f'(x) <0 véi moi x € (x,; b) thi ham s6 y = f(x)

dat cuc dai tai diém x,,.

Vi du 5. Tim cyc trj ciia ham sb f(x) = 2x° — 9x> — 24x + 1.

Giai
Tap xac dinh: D= R.
Ta c6 f'(x) = 6x* — 18x — 24;
f'(x)=0< x=-1 hoac x = 4.

Béng bién thién:
X |- -1 4 +o0
/@) - 0 - 0 -
—o0 -111

Vay ham sb dat cuc dai tai x = —1, Yep = f(=1) = 14; ham sb dat cuc tiéu tai x = 4,

Yer =f(4) = —111.

11



QS Tim cyc tri ciia ham s6 g(x) =
L]

Nhan xét: Tu Kkét qua trén, dé tim cyc trj cta ham s v =f(x), ta thyc hién cac budc sau:
Buoc 1. Tim tap xac dinh D ctia ham $6.

Buoc 2. Tinh dao ham f'(x) cua ham s6. Tim céac diém X3 X5 ...; x, thuoc D ma tai do
dao ham f"'(x) bang 0 hodc dao ham khong ton tai.

Bude 3. Xét dau f'(x). Néu f'(x) doi dau tir am sang duong khi x qua diém x, i=1,2, ...)
thi ham so dat cuc ti€u tai x,. Néu f"(x) doi dau tir dwong sang &m khix quadiémx,(i=1,2, ...)
thi ham so6 dat cuc dai tai x..

Vi du 6. Tim cyc tri ciia ham s6 f(x) = x* — 3x* + 3x — 4.

Giai
Tap xac dinh: D =R.
Ta co f'(x) = 3x* — 6x + 3;
() =0=x=1.
Béng bién thién:
35 —o0 1 +00
f'(x) - 0 +

+00

Sx) /

Vay ham sb khong ¢o cuc tri.

Chuay:

a) Néu /"(x) = 0 nhung khong d6i dau khi x qua diém x,(i = 1, 2, ...) thi ham s6 khong c6
cuec tri tai x,.

b) Néu 1"(x) khong dbi dau trén khoang K thi f(x) khong co cuc tri trén khoang do.

X +x+4
x+1

4592 Mot phan lat cit ciia ddy ndi co6 do cao tinh bang mét dwgc mé ta boi ham sb

12

y=hx)= - L o2 8L 1840 voi 0 <x <2000.
1320000 3520 44
Tim toa do cac dinh cua lat cit ddy nui trén doan [0; 2000].
VA
2000}
15001 y=h(x)
1000 \/
500 }
0 2000 >
Hinh 10

(Theo: Tap ban d6 bai tap va bai thuc hanh Dja 1i 8, Nha xuat ban Giao duc Viét Nam, 2011)



BAI TAP

1. Tim cac khodng don di¢u va cuyc tri cua cac ham s6 c¢6 do thi cho ¢ Hinh 11.
YA VA

3

|
Q
NPy N —
&
Nbf-----—=—==
=y
[
IR
e
|

\ x
Sy
--------- =
a) b)
Hinh 11
2. Xét tinh don diéu va tim diém cuc trj ctia cac ham sb sau:
2
A7)
a) y=4x’ + 3x* — 36x + 6; b)y=w.
x—4
3. Tim cuc tri caa cac ham sd sau:
2
—-8x+10
a)y=2x+3x*—36x+ 1; b)y:%; c)y=—x"+4.
x_

4. Chtng minh rang ham sé y = il nghich bién trén timg khoang xac dinh ciia nd.

5. Kim ngach xuit khau rau qua cua Viét Nam trong cac nam tir 2010 dén 2017 ¢6 thé duogc tinh
xap xi bang cong thirc f(x) = 0,01x> — 0,04x> + 0,25x + 0,44 (ti USD) v&i x 1a s6 nam tinh
ttr 2010 dén 2017 (0 <x < 7).

(Theo: https://infographics.vn/interactive-xuat-khau-rau-qua-
du-bao-bung-no-dat-4-ty-usd-trong-nam-2023/116220.vna)

a) Tinh dao ham ctia ham sb y = f(x).
b) Ching minh rang kim ngach xuat khau rau qua cta Viét Nam ting lién tuc trong cac nim
tir 2010 dén 2017.

6. Xét mot chat diém chuyén dong doc theo truc Ox. Toa dd cua chat diém tai thoi diém ¢
duoc xac dinh boi ham s6 x(¢) = £ — 67 + 9¢ v6i t > 0. Khi d6 x'(¢) 1a van tdc ctia chat diém tai

thoi diém ¢, ki hiéu v(7); v'(¢) 1a gia tc chuyén dong cua chét diém tai thoi diém ¢, ki hiéu a(?).

a) Tim cac ham v(¢) va a(?). 4
. i Y SR P y=r'0) /)
b) Trong khoang thoi gian nao van toc cua chat diém tang, :
trong khoang thoi gian nao van toc cua chat diém giam? / b
. . 2, /1|0 2 4 5%
7. Pao ham f'(x) ctia ham s0 y = f(x) ¢6 do thi nhu Hinh 12. |
Xét tinh don diéu va tim diém cuc tri ctia ham s6 y = f(x). E
Hinh 12

13



Bai 2. Gia tri I6n nhat, gia tri nhé nhat
ciia ham so6

Tur khoa: Gia tri I6n nhat clia ham so; Gia tri nhé nhat cia ham so.

Su phan huy ctia rac thai hitu co VA

6 trong nudc sé lam tiéu hao i S
oxygen hoa tan trong nudc. \ﬁ’
Néng dd oxygen (mg//) trong mét
hd nuéc sau t gio (t > 0) khi mot
Iuong rac thai hitu co bi xa vao hd 0 1 5 3
dugc xap xi boi ham s (cé do thi
nhu duong mau dé ¢ hinh bén)

15t
9t +1°
Vao cac thoi diém nao ndng dé oxygen trong nudc cao nhat va thap nhat?

(Theo: https://www.researchgate.net/publication/264903978_Microrespirometric_
characterization _of_activated_sludge_inhibition_by_copper_and_zinc)

i

y(t):s -

1. Pinh nghia

,@ Hinh 1 cho biét sy thay doi ciia nhiét d6 & mot thanh phd trong mot ngay.

a) Khang dinh nao sau day ding? Vi sao? ¢ (Ch 9y

i) Nhiét d6 cao nhat trong ngay 1a 28 °C. 328 TN27

, 2520 D24
i1) Nhiét d cao nhat trong ngay la 40 °C. Y L
iii) Nhiét 46 cao nhat trong ngay 1a 34 °C. 'y

b) Hay x4c dinh thoi diém conhiét do caonhdt ol 4 8 12 16 20 24  x (o)
trong ngay. Hinh 1
¢) Nhiét d6 thip nhit trong ngay 13 bao nhiéu?

-~ -

"% Cho ham sé y = f(x) xc dinh trén tap hop D.

S6 M dugc goi 1a gid tri I6n nhdt ciia ham sé y = f(x) trén D néu f(x) < M
v&i moi x thude D va ton tai X, thuoc D sao cho f(x,) = M. Ki hi¢u M = max f(x).

S6 m dugc goi 1a gid tri nhé nhit ciia ham sé6 y = f(x) trén D néu f(x) > m
v&i moi x thude D va ton tai x, thudc D sao cho f(x,) = m. Ki hi¢u m = mgn f(x).

14



Chti y: Ta quy wdc khi chi noi gia tri 16n nhat hay gia tri nhé nhét cia ham s6 y = f(x)
(ma khong cho rd tip hop D) thi ta hiéu d6 1a gia tri 16n nhét hay gia tri nho nhét cua
ham s6 y = f(x) trén tap xac dinh cta nd.
Vi du 1. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhit cua cac ham s sau:
a)y = f(x) =2x + 3 trén doan [-3; 1]; b)y=g(x)=VJ1-x*.
Gidi
a) Xét ham sd f(x) = 2x + 3 trén doan [-3; 1].
Véimoi x € [-3; 1], tacd f(x) =2x + 3 > -3. Mat khéc f(-3) = -3. Do do %girll]f(x) =-3.
V6imoi x € [-3; 1], ta co f(x) =2x + 3 < 5. Mat khac f(1) = 5. Do do I[gaﬁf(x) =)
b) Xét ham s6 g(x) = V1-x>.
Tap xac dinh: D =[-1; 1].
Ta co 0 <g(x) <1 voi moix e [1; 1]. Mat khac g(0) =1 va g(1) =0.
Do d6 Elllﬂ g(x)=0va max g =1.
Nhdn xét: Néu biét do thi cia ham sé trén tap hop D, ta c6 thé xac dinh duoc gia tri
16n nhat va gia tri nho nhat ciia ham s trén D. Chéang han:

e Dua vao d6 thi ham sb f(x) = 2x + 3 trén doan [-3; 1] (Hinh 2a), ta thiy v6i moi
x & [23;11.f(x) 2 /(=3) va flx) < f(1) nénmin () =f(-3) = -3 va max fG)=f(1) =>.

* Dua vao d thi ctia ham sb g(x) = V1—x> trén doan [1; 1] (Hinh 2b), ta thAy véi moi

23 =05 Lk s = ) v eSOty Sed)=T5 0] = U e e = 5 (1) S L
VA

5/ VA

3

; /1\)/ 1—x?
i 3 LY © r B

a) b)
Hinh 2

Chui y: Gia tri 16n nhét va gia trj nho nhat cuia ham sé thuong duogc tim bang cach st dung
dao ham va bang bién thién.

Vi du 2. Tim gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat ctia ham sé f(x) = x* — 6x> + 9x — 1 trén
nua khoang [—1; +).

15



Gidi
Ta co: f'(x) =3x* — 12x + 9;
f'(x)=0<x=1hodcx=3.
Bang bién thién ctia ham s trén ntra khoang [—1; +oo):
x |-l 1 3 +00

')

+ 0 - 0 +
S ) 3 +oo
_17/ \1/

Ttr bang bién thién, ta thay [g;ip) f(x) =f(~1) = —17 va ham s khong c6 gié trj 16n nhat
trén [—1; +o0).

@1 Tim gié tri 16n nhét, gid tri nhd nhit cia ham sb:
a) f(x) = 2x’ — 9x* + 12x + 1 trén doan [0; 3]; b) g(x) = x—i—l trén khoang (0; 5);
X
c) h(x)= xv2—x" .

Str dung dao ham va lap bang bién thién, tra 10i cau hoi trong @ (trang 14).

@

2.T

—

m gid tri [&n nhat, gid tri nhé nhat ciia ham sé trén mét doan
Hinh 3 cho ta dd thi ctia ba ham sd
1
< x<2

1, —Xx néu ‘ ey
Jx)= 5% ;8(x) =12 va h(x) =3 — —x* trén doan [-1; 3].
—4x+10 néux>2 2

\,
N~

a) Ham s6 nao dat gia tri 16n nhét tai mot diém cuc dai ciia n6?
b) Cac ham s6 con lai dat gia tri lon nhét tai diém nao?

YA

el
2

I
|
0o [ —

Hinh 3

Trong ,@ , cac ham sb dat gid tri lon nhét hodc gid tri nho nhét trén doan [-1; 3] tai diém
dau mut cua doan hodc tai diém cuc tri trong khoang (—1; 3).

16
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.

Mot cach tong quat, cho ham s y = f(x) lién tuc trén doan [a; b] va c6 dao ham trén (a; b)
(c6 thé trir mot sb hiru han cac diém) va f'(x) = 0 chi tai mot s6 hitu han céc diém trong (a; b),
ta c6 thé tim gia tri 16n nhét va gid tri nho nhat cta f(x) trén doan [a; b] theo cc budc
nhu sau:

& ~Bu*0'c 1. Tim céc diém X,; X, ...; X, thuoc khoang (a; b) ma tai do f'(x) bﬁng 0 hoac
khong ton tai.
Buoc 2. Tinh f(a); f(x,); f(x,); ...; f(x,); f(D).
Buée 3. Goi M 1a s6 16n nhét va m 13 sb nho nhét trong cac gia tri tim duoc & Budc 2.
Khi do6:
M = =mi :
max f(x), m = min f(x)

Vi du 3. Tim gié tri 16n nhat, gia tri nhoé nhat ciia ham s6 f(x) = x* — 8x* + 9 trén doan [-1; 3].
Gidi
Ta co: f'(x) = 4x° — 16x;
f'(x) =0 < x =0 hodc x =2 hodc x = -2 (loai vi khong thudc [—1; 3]);
fED=2;£(0)=9;/(2)=-T7; f(3) = 18.
Vay max f(x) =f(3) = 18 va min f(x) =/(2) = 7.

Vi du 4. Tir mot tim bia hinh chir nhat ¢6 chiéu rong 30 cm va chiéu dai 80 cm (Hinh 4a),
ngudi ta cat & bén goc bdn hinh vudng co canh x (cm) v6i 5 < x < 10 va gip lai dé tao thanh
chiéc hdp c6 dang hinh hdp chir nhat khong nép nhu Hinh 4b. Tim x dé thé tich chiéc hop
13 16n nhat (két qua 1am tron dén hang phan tram).

X X

30 cm

a) b)
Hinh 4

Giai
Thé tich chiéc hop 1a: F(x) = x(30 — 2x)(80 — 2x) = 2 400x — 220x° + 4> v6i 5 < x < 10,
Ta co: V'(x) = 12x* — 440x + 2 400;

20
V'x)=0<=x= 3 hodc x = 30 (loai vi khong thudce [5; 10]);

20

200000
(5) = 7 000; V(?) =

27

: ¥(10) = 6 000.

17



2
00000 khi x = @
27 3

Do d6 maxV(x) =
[5;10]

L . . 20
Vay dé thé tich chiéc hop la 16n nhat thi x = EY cm.

. s 17 A .7 . 5 A 5 \ A 4 A
@2 Tim gia tri 16n nhat, gia tri nh6 nhat ciia ham so g(x) =x + — trén doan [1; 4].
) X

@3 Tam gidc vudng c6 canh huyén bang 5 cm c6 thé co dién tich 16n nhét bang bao nhiéu?
L]

BAI TAP

1. Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nho nhét ciia ham s6 ¢6 d6 thi dugc cho ¢ Hinh 5.

18

. Khi lam nha kho, bac An mudn ctra s6 c6 dang hinh chit nhat véi

. Tim gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat ciia ham s y = 21— x? + x°.

VA );‘f_ :
6 /\y/—g(x)
5 il
4.V
| i i
- Lo
! 106
7 T2 3 x
b)
Hinh 5
. Tim gia tri 16n nhat, gia tri nho nhit cua cac ham s6 sau:
a)y=x" — 12x +1 trén doan [-1; 3]; b) y = —x* + 24x* — 180x + 400 trén doan [3; 11];
c)y= 2x +21 trén doan [3; 7]; d) y = sin 2x trén doan [O; Z—;}

Tim gié tri nho nhat ctia cac ham so sau:

3x’ -4
a)y=x"—3x — 4 trén nura khoang [-3; 2); b)y= xz—lx trén khoang (—1; +o0).
x —

chu vi bang 4 m (Hinh 6). Tim kich thuéc khung cira s6 sao cho
dién tich ctra s6 10n nhét (dé himg dugc nhiéu anh sang nhat)?

Hinh 6
Khéi luong ¢ (kg) ciia mot mat hang ma cira tiém ban duoc trong mot ngay phu thudce vao

gia ban p (nghin ddng/kg) theo cong thirc p =15 —%q. Doanh thu tur viéc ban mat hang

trén cua ctra tiém duogc tinh theo cong thirc R = pq.

a) Viét cong thirc biéu dién R theo p.

b) Tim gid ban mdi kildgam san phém dé dat dugc doanh thu cao nhat va xac dinh
doanh thu cao nhat do.

. Hop stra 1 / dugc thiét ké dang hinh hop chit nhat véi day 1a hinh vudng canh x cm. Tim x dé

dién tich toan phan ctia hop nho nhat.



Bai 3. Pudng tiém can cha do thi
ham sé

Tir khoa: Tiém can dirng; Tiém can ngang; Tiém can xién.

’_/ ' Theo thuyét tuong d6i hep, khéi luang m (kg)
cia mét hat phu thuéc vao téc d6 di chuyén
v (km/s) ctia né trong hé quy chiéu quan tinh

m ,
L, trong do m,

VZ
-=
4 Uy

la khéi lugng nghi cia hat, =300 000 km/s la
toc d6 anh sang. Khi hat di chuyén véi toc do
cang gan tdc do anh sang thi khai lugng cia
hat thay ddi thé nao? Diéu nay thé hién trén
dd thi ham so m(v) & hinh bén nhu thé nao?

(Theo: https://www.britannica.com/science/relativistic-mass)

theo cong thiic m(v)=

A

—sdlbloo e s o A5 IEEE—

1. Pudo'ng tiém cdn dirng 2
r 1 N
() Choham sé y= —— c6 do thi nhu Hinh 1.
4 1 x—1 N

a) Tim lim L, [ l

=" x—1 x> x— L
b) Goi M 1a diém trén d6 thi c6 hoanh do x.
Puong thing di qua M va vudng goc véi truc Oy
cat duong thang x = 1 tai diém N. Tinh MN theo x
va nhan xét vé MN khix — 1" vax — 1"

Hinh 1

1 Puong thiang x = a dugc goi 1a mot dwong tiém cin dieng (hay tiém cdn dieng) cia
dd thi ham s6 y = f(x) néu it nhat mot trong cac diéu kién sau thoa man:

lim f(x) =+, lim f(x)=+o0, lim f(x)=-o, lim f(x)=—o.
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Puong thang x = @ 12 tiém can dimg cta do thi ham s6 y = f(x) dwoc minh hoa nhu Hinh 2.

y y o, y y xX=a
) T N 1
7 0 g 0 X g

x¥ y=f()

a x 0]
a) lim f(x)=+0  b) lim f(x)=+0 ) lim f(x)=—0 ) lim f(x)=—o0

a a

Hinh 2

Vidu 1. Tim ti¢m can ding cua do thi cdc ham so6 sau:

X 2
a) y= : b)y= .
) T =t )y Ve
Gidi
a) Tap xac dinh: D = R\{-1; 1}. Ta c6 lim 0 = —o0; lim = +o0. Suy ra
x—>=1" X - =" x© —1

dudng théng x =—1 1a mot ti€ém can ding cia dd thi ham sb.

= +oo. Suy ra dudng thang x = 1 1a mot tiém can ding

Ta ¢6 lim ———= —o0; lim
x>0 X7 — x>t x° —

cua do thi ham so.

b) Tap xac dinh: D = (1; +0). Vi lim

2
-1\ fx—1

= +o0 nén duong théng x =1 1a mdt tiém can

dimg cua dd thi ham sd.

Chu y:

Do thi ham s6 y = i cung voi hai tiém can dung x = 1 va x = —1 cta n6 dugc thé

hién trong Hinh 3a.

\ : 2 .
Do thi ham s6 y = ﬁ cung voi tigm can dung x = 1 ctia n6 dugc thé hién trong Hinh 3b.
x J—

VA yl\

=Y

-1/ O 1

a) b)
Hinh 3

@1 Tim tiém can ding cua do thi cac ham so sau:
L

2) f(x )_ 2x+3 X —2x.

x+5° R -




2. Puwong tiém can ngang

, +1 Lo v
() Chohamséy= """ ¢6 db thi nhu Hinh 4.
2 X
. +1 .. +1 M

a) Tim lim a , lim Al 1

x>+ x x—>-0  x YIN =
b) Puong thang vudng goc véi truc Ox tai diém x cat —I\ o> x
d6 thi ham s6 tai diém M va cit duong thang y = 1
tai diém N (Hinh 4). Tinh MN theo x va nhan xét

vé MN khi x — +o0 hodic x — —o. Libhg

Puong thang y = m dugc goi 1a mot dwong tiém cin ngang (hay tiém cén ngang) cia
dd thi ham sd y = f(x) néu lim f(x) = m hodc lim f(x) = m.

DPuong thang y = m 14 tiém can ngang cta d6 thi ham s6 y = f(x) dugc minh hoa nhu Hinh 5.

YA VA

pem PO \V&
m m|{ y=m

0]

b) lim /()= m

=Y

0]
a) lirgof(x) =m

=y

Hinh 5

- NP s . —2x+1
Vidu 2. Tim tiém can ngang cua do thi ham s6 y = &

o e
Gidi
Tap xac dinh: D = R\{-1}.
2x+1 24~ 2x+1 2+
Taco lim = lim lx =-2; lim = lim lx =-2.
x40y 4] X—>+0 140 x>0 y 41 X——0 im
X %
Vay duong thang y = —2 13 tiém can ngang ctia do thi ham sd.
L e . —2x+1 . Ay
Chii y: Db thi cta ham s6 y = ——~ cung voi x=-1
tiém cdn ngang y =—2 va ti€ém can dung x =—1 cua nd o >
duogc thé hién trong Hinh 6. y=22
-2
@2 Tim tiém can ngang cua do thi cac ham so sau:
L]
x—1 \/;
a)f(x)= ——; b) g(x) = ——.
VW= D

Hinh 6
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3. BPuwong tiém can xién

2

A P N X x +1 . N 2 A
@ Cho @6 thi cua ham s6 y = va duong thang y = x. 4 S
' 3 M ,ﬂ//
Puong thang vudng goc véi truc Ox tai diém x cat dd thi N
ham so tai diém M va cat duong thing y = x tai diém N E
(Hinh 7). o x  x

2 2
a) Tinh lim (x it —xj va lim (x ai” —xj.
X—>—0© X X—>+00 3¢
b) Tinh MN theo x va nhan xét vé MN khi x — +oo
hoac x — —co. Hinh 7

Puong thang y = ax + b, a # 0, dwoc goi 13 dwong tiém cin xién (hay tiém cdn xién)

ctia do thi ham s6 y = f(x) néu lim [ f(x) - (ax + b)] = 0 hodic lim [ f(x) — (ax + b)] = 0.

Puong thang y = ax + b 1a tiém c4n xién cua dd thi ham sd y = f(x) duoc minh hoa

nhu Hinh 8.
yﬂ ylk
20
<4 y=1(x)
3
\/b
[9) ,T 0] Tc
a) lim [ /(x) - (ax+b)] =0 b) lim [ f(x) - (ax + b)] =0

Hinh 8

Vi du 3. Chiing minh rang duong thing y = x — 2 1a mot tiém can xién ctia do thi ham sb
3
f)=x-2+—.
x+1

Gidi
Tap xac dinh: D = R\{-1}.
3
Taco lim [ £(x)-(x=2)] = lim —— =0; lim [ £(x)—(x—2)] = lim —— =0,

o= x +1

Do d6, d6 thi ham sb c6 tiém can xién 1a duong thang y = x — 2.
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, A . \ A 3 \

Chu y: D6 thi ham s0 f(x) =x — 2 + 1 cung Ay
X+
tiém can dung x = —1 va tiém can xién y = x — 2 .
ctia n6 duoc thé hién trong Hinh 9. * 1
Nhadn xét: 10| /2 x
a) Trong truong hop tong quat, c6 thé tim cac hé s6 -2
a, b trong phuong trinh cua dudng tiém can xién (’»
y = ax + b theo cong thirc nhu sau: ~y
: X :

a= llm&, b=1lim [ f(x) - ax]

x40 x X—>+00

: 3% . Hinh 9
hodc a = lim &, = lim [ f(x) — ax].
X—>—0 b\ X—>—®©

b) Khi @ = 0 thi d6 thi ctia ham s6 6 tiém c4n ngang 1 duong thing y = b.

. ' 2 -3x+1
Vi du 4. Tim tiém cin xién cta dd thi ham sb £ (x) = %
x_
Giai
Tap xac dinh: D = R\{2}.
2
Taco: a=lim S () = lim al > e ] =]l
x>+ x x40 x° — Dy
2 —
b= lim [f(x)—ax] = lim (ﬂ_x} lim 248
X—>+0 X—>+00 x_2 X400y —
Ta cling c6 lim&=1; lim [ f(x)—x]=-1. y
X—>—00 X X—>—00

Do d6, do thi ham sb c6 tiém can xién la duong thfmg y=x-1.

2
. g —3x+1
Chd y: Db thi ham sb y = % cung véi
x_

tiém cdn dimg x =2 va tiém can xién y = x — 1

cua n6 dugce thé hién trong Hinh 10.

Vi du 5. Trong Hinh 11, dudng vién bong cia dén ngu 1én

1B ) 1 :
tuong 1a d6 thi ctia ham s6 y = 55 — 5\/362 +144 vixvay

tinh bang don vi centimét. Chimg minh ring y = 55 — %x

la mot ti€ém cén xién cua do thi ham so nay.

Hinh 11
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Gidi
Tap xac dinh: D = R.

Tacé lim [[55 —%\/xz +144j—(55—%xﬂ = lim %(x—\/xz +144)

X—>+00

i l{i) 0
0 2\ x+4/x% +144
. 1 1
Tuong tu ta cling c6 lim KSS —Exsz + 144) —(55 —Exﬂ ={0)

x—>—©

] : 1
Do d6 yzSS—%x la tiém can xién cua do thi ham so y=55—§\/x2+144.

2x* —3x

x+5

% Tim tiém can xién ctia d6 thi ham s6 y =
L

Néu trong mot ngay, mot xuong san xuat duge x kildgam san pham thi chi phi
trung binh (tinh bang nghin dong) cho mot san pham duoc cho badi cong thirc:

Cx)= 50x+2000 .

Tim cac duong ti€ém can cua ham so C(x).

BAI TAP

1. Tim céac tiém can dirng va tiém can ngang cua do thi ham so sau:

a)y=4x_5; b)y=_2x+7; 9y 5x .
2x-3 4x -3 3x—-7
2. Tim céc ti¢m can dung va tiém can xién cua dd thi ham sé sau:
£ X +2 b) y:2x2—3x—6' O y— 2x" +9x+11
2x—4’ B 2w ; Rxal5e
3. Tim céc tiém cén caa do thi ham sb sau:
57 S B
o i\ . = i
— :1 12 X / (
2x-3 X +x-1 16x* —8x
VTS 0 Dy=—— SRRy

Hinh 12
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) ) . . 15¢ .
4. Nong d9 oxygen trong ho theo thoi gian ¢ cho boi cong thic y(¢) = 5 — RYENRE Vol y
+

duogc tinh theo mg// va ¢ dugc tinh theo gio, > 0. Tim cdc dudng ti€ém can cua dd thi
ham s6 y(¢). Tir d6, c6 nhan xét gi vé ndng do oxygen trong hd khi thoi gian 7 tré nén rat 16n?
(Theo: www.researchgate.net/publication/264903978 Microrespirometric_

characterization_of activated sludge inhibition by copper and zinc)

el trong > (trang 19).

5. Tim tiém cén ctia dd thi ham sb khoi lugng hat m(v) = =

7
i
@

Bai 4. Khao sat va vé do thi mot so
ham s6 co ban

Tirkhoa: Khao sat ham so; Ham s6 y = ax’ + bx* + cx + d;

. . oa+b .. ax’+bx+c
Hamsé y=———, Hamsé y=———.
o+d mx+n
(o) ‘ . o) A
\__/ Gia st chi phi tién xang C (dong) phu thudc :Zg
toc d6 trung binh v (km/h) theo cong thuc: 750
1 700
v)= 6000 +Ev (0<v<120) S
2 600
> ~ « X e k] 550
be biéu dien truc quan su thay doi cua C(v) 500
theo v, nqui ta da vé do thi ham sé C(v) nhu O\ ;
hinh bén. 2 o
Lam thé nao dé vé dugc d6 thi ham sé nay? 250 i
o 4
100 ; '
50 : '
—20 O 20 40 60 80 100 11I0 :
50 1

1. So d6 khéo sat ham sé

,@ Cho ham s y = —* + 4x — 3.
a) Lap bang bién thién.
b) V& d6 thi ctia ham sd.
Ham s6 y = f(x) thuong cho biét sy thay d6i cia mot dai luong y theo dai lwong x nao do.
D¢ hiéu rd hon vé su thay doi nay, bang cong cu dao ham, nguoi ta thuong khdo sat vé
su dong bién, nghich bién, cac diém cyec tri, ... cia ham so y = f(x). Ngoai ra, nguodi ta

v& d6 thi cia ham sé nhu mot cach biéu dién truc quan sy thay doi cua y theo x.
25



Pé khao sat va v& do thi ham sd y = f(x), ta thuc hién theo cac budc sau day:

Buoc 1. Tim tap xac dinh cua ham s6

Bude 2. Xét su bién thién cua ham sb

— Tim dao ham y', xét ddu ', xac dinh khoang don diéu, cuc tri (néu c6) caa ham sb.

— Tim gidi han tai vo cuce, gidi han vo cuc ciia ham s6 va céc duong tiém cén cua dd thi
ham s6 (néu co).

— Lap bang bién thién ctia ham so.

Bude 3. V& @6 thi cia ham s6

— Xac dinh cac diém cuc tri (néu c0), giao diém cta dd thi véi cac truc toa do (néu co
va dé tim), ...

— V& cac duong tiém can cta do thi ham sé (néu cb).

— V& db thj ham s6.

Chu y: Chi ra tam doi xting va truc doi xirng cua do thi ham so (néu co).

2. Khdo sat ham sé y = ax® + bx* + cx + d (a # 0)
Vidu 1. Khao sat va v& d6 thi cia ham s6 y = x> — 3x* + 2.
Gidi
1. Tap xac dinh: R.
2. Su bién thién:
e Chiéu bién thién:
Pao ham y' = 3x* — 6x; )' = 0 < x = 0 hodc x = 2.
Trén cac khoang (—o0; 0) va (2; +00), ' > 0 nén ham s6 dong bién trén mbi khoang do.
Trén khoang (0; 2), ' < 0 nén ham sb nghich bién trén khoang do.
e Cuc tri:
Ham sb dat cuc dai tai x = 0 va T ¥
Ham s6 dat cuc tiéu tai x =2 va 8 =
e Céac gidi han tai vo cuc:
xlingoy = Xlirrzox3 (1—%+%) =—o0; lim y = lim x’ [1—§+£j= +00.
e Bang bién thién:
X |—oo 0 2 +o0

y

+ 0 — 0 +
Y —00 \ -2

{
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3. Do thi:
Khi x = 0 thi y = 2 nén (0; 2) 1a giao diém cua d6 thi véi
truc Oy. 2
Tacoy=0<x-3x*+2=0

<x=1lhoacx=1- \/3 hoacx=1+ \/§
Vay dd thi ctia ham sb giao vdi truc Ox tai ba diém (1; 0), -] o
(1+3; 0), (1= 4350).
Diém (0; 2) 1a diém cuc dai va diém (2; —2) 13 diém cyc tiéu
cua do thi ham so. Hinh 1

=Y

-2

Do thi ctia ham s da cho duoc biéu dién trén Hinh 1. D6 thi ctia ham sb ¢6 tam di xtng
1a diém 1(1; 0).

Chui y: D6 thi ctia ham s6 y = ax® + bx* + cx + d (a # 0) luén nhan diém I(x,; y,) lam
tam ddi xtng, trong d6 X, 1a nghiém cuia phuong trinh y" = 0 va y, = y (x,).

y R, S L T 3 3
Vidu 2. Khao sat va v& d6 thi ctiaham so y = —x* — = x> — =x.

) 2
Gidi
1. Tap xac dinh: R.
2. Sy bién thién:
e Chiéu bién thién:
Pao ham y'=-3x> - 3x — % . Do ' <0 trén R nén ham s nghich bién trén khoang (—oo; +o0).

Ham s6 da cho khong c6 cuc tri.
e Cac gio1 han tai vo cuc:

lim y = lim | —x’ 1+i+i2 =+00; lim y = lim | —x’ 1+i+i2 = —0,
X—>—0 X—>—0 2x 2x X—>+0 X—>+00 2x 2x

e Bang bién thién: %
X |—oo +00 N - 1
Y — : I 1
+00 . F_ s
| : 2
% -1 1 O x
3. Db thi: 2
Do thi cia ham s6 di qua géc toa do O(0; 0)

va diém (-1; 1). it
n

Do thi ciia ham s6 da cho dugc bicu dién trén Hinh 2. D6 thi cia ham s6 c6 tAm doi xing

1a diém 1(—1;1)
272
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Ql Khao sat va v€ do thi cua cac ham so sau:
L]

a)y=-2x—3x"+1; b)y =x’+3x* +3x + 2.

3. Khéoséthémsé’y:w(cio,ad—bc:O)
cx+d

28

2x—1

Vi du 3. Khao sat va v& do thi ciia ham sb y = -
X+

Gidi
1. Tap xac dinh: D =R\ {-1}.
2. Su bién thién:

e Chiéu bién thién:

. Vi ' >0 véi moi x # —1 nén ham so6 dong bién trén moi khoang

3 : 3
Pao ham y'= >
(x+1)

(=o0; =1) va (=1; +00).
e Tiém can:

= : .
Ta c6 lim y= lim 2x 1:2; lim y = lim A

X—>—00 x—>—0 x4 1 X—>+0 x>+ x4

=2. Suy ra duong thing y = 2 Ia

tiém can ngang cua do thi ham so.

. . = 1 . . 2X — 1 N 2 3
Tacd lim y = lim =+00; lim y= lim = —o0. Suy ra duong thingx =—1 1a
x——1" x—>-1" x+1 xo—1* x—>-1" x+1
tiém can dung cua dd thi ham so.
e Bang bién thién:
X | —o0 -1 +o00
)y + +
400 2
2 —00
3. D0 thi: A
Do thi cua ham sd giao voi truc Ox tai diém
1 . a8 .. A
[5; 0), giao voi truc Oy tai diém (0; —1). 2 y=2
1
X 1.0 \ X SR qe% A . 1
Do thi cua ham s6 dugc biéu dién trén Hinh 3. / N
Lo, b AN e pa L1y 2R -1 O X

Tam doi xting cua do thi ham so 1a diém /(—1; 2). -1 /% *

Céc truc dbi xtrng ctia do thi ham s6 1a hai I

duong phan gidc cia cac goc tao boi hai

duong tifmcanx=—-1vay=2. Hinh 3



ax+b
#0, ad —bc #0):
cx+d (c#0,a c#0)

a) Nhan giao diém cua tiém can ding va ti€ém can ngang lam tam doi xing;
b) Nhén hai dudng phan giac cta cic gdc tao bdi tiém can ding va tiém cén ngang lam
truc doi xing.

Chti y: D) thi ciia ham sb y =

Vi du 4. Khao sét va v& db thi ciia ham s y = —~—2.
2x+3
Gidi
1. Tap xac dinh: D = R\{—%}.
2. Su bién thién:
e Chiéu bién thién:
Paoham y'= _—72 .Viy'<0voimoi x # — 3 nén ham sd nghich bién trén mdi khoang
(2x+3) 2
=
—o0;—— | va | ——;+®

2 2
e Tiém can:

. . —x+2 L . —x+2 1 . 1
Taco lim y= lim =——; lim y = lim =——. Suyraduong thang y =——

xa—ooy x—>—0 Qx4+ 3 2 xa+ooy xo+0 Dx + 3 2 Y g gy 2

1a tiém c4n ngang cua do thi ham sb.
A . O . I
Taco lim y= lim =—w; lim y= lim

: = X . = +o0 . Suy ra duong thang
o= o) 253 2 =) 2x+3

e . UM <
= s la tiém can dung cua do thi ham so.

e Bang bién thién:

3
X |- - “+o00
2
) - -
400
2
y
I
3. Po thi: yA
Do thi cia ham s giao voi truc Ox tai diém (2; 0), N B
2
. L Lz 2
giao voi truc Oy tai diém (0; Ej 5
Do thi ciia ham sb duoc biéu dién trén Hinh 4. 5 \3\2 =
< 4 5 A . \ K 1 4 3 1 ] 1
Tam do1 xung cia do thi ham so ladiém ](—E;—Ej. y=-3
Hinh 4
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Céc truc doi xtrg cua do thi ham so 1a hai duong phan gidc cua cac goéc tao boi hai duong

tiém can x = ~3 vay=——.

3 1
2

@2 Khao sat va v€ do thi ctiia cdc ham so6 sau:
L]

x+1 2x 5+x
a)y=——; b)y= ; c)y= .
)y x—1 )y 3x-1 )y 2—x
s i e GX*+bx+c g N
4. Khdo sathamsé y= (a# 0, m# 0, da thic tlr khong chia hét
_ mx + n
cho da thirc mau)
2 i
Vi du 5. Kho st va v& dd thi cia ham s6 y = L"lz
x_

30

Giai
1. Tap xac dinh: D=R\ {1}.
2. Sy bién thién:
e Chiéu bién thién:
x* =2x
W- Tacoy' =0 x=0hodcx=2.
Trén cac khoang (—o; 0) va (2; +0), »' > 0 nén ham sé ddéng bién trén mdi khoang do6.
Trén cac khoang (0; 1) va (1; 2), »' < 0 nén ham s6 nghich bién trén mdi khoang do.

Pao ham y' =

e Cuc tri:
Ham s6 dat cuc tiéu tai x =2 va Yer = 6.
Ham s6 dat cuc dai tai x = 0 va Yep = 2.
e Céac gidi han tai vo cuc va ti€ém cén:
lim y= limw:—oo; lim y = lim w:

X—>—00 X—>—00 x—1 X—>400 X—>400 x—1

X +2x-2 J 3x-2
—_ X

—+00.

2
W et S bzlim[ — Jkn

X—>+00 xX—

5 =3. Suy ra

X—>+00 X —x X+ x—1

duong thang y = x + 3 14 tiém cén xién cta do thi ham sd.
A . xX2+2x-2 . . X2+2x-2 ’ p
Ta c6 limy= lim > =2 —o0; limy = lim =22 e, Suy ra duong thang
x—1" X1 se=Il X1 X1 x—1
x = 11a tiém cén ding ctia d6 thi ham sb.
e Bang bién thién:

X | —o0 0 1 2 +o0

V' + 0 — — 0 +

, / 2 \ +oo\6/+oo

—00 —00




3. D6 thi:
Tacoy=0x+2x-2=0<x= —1+3 hodc x = —1—\/5.

Vay db thi ham s6 giao véi truc Ox tai diém YA
(—1++/3; 0) va didm (=1-+/3; 0).
Db thi ham sb giao véi truc Oy tai diém (0; 2). ol
B0 thi ham s6 dugc biéu didn trén Hinh 5. |
Tam dbi xtng cua do thi ham s 1a diém I(1; 4). A
Céc truc ddi xung cua dd thi ham sé 1a 3 E
hai duong phan giac cua cac goc tao boi 2 Y
hai duong tiém canx =1 vay =x + 3. ! :
i3 l g
0 1 2 X
Hinh 5
Y A ax’ +bx+c
Chu y: Do thi clahamso y=— (a# 0, m #0):
mx+n

a) Nhan giao diém cua tiém can ding va tiém can xién lam tam ddi xung;
b) Nhan hai duong phan gidc cua cac goc tao bdi tiém can ding va tiém can xién lam
truc dbi xtng.

e , , P o R 4 —x2 —3x+4
Vidu 6. Khao sat va vé do thi cha hams6 y = ———.
el

Gidi
1. Tap xac dinh: D =R\ {-2}.
2. Su bién thién:
e Chiéu bién thién:
—5° 245 10
(x+2)°
mdi khoang (—oo; —2) va (-=2; +o).

Dao ham )' = . Viy' < 0 v&i moi x # —2 nén ham s nghich bién trén

e Cac gidi han tai vo cuc, gidi han vo cuc va tiém can:

: . —x"-3x+4 : . —x"-3x+4
lim y=lim ——— =+o00; lim y = lim —— =—
X——0 X——0 X+ 2 X—>+0 X—>+00 X+ 2
—x* - .| =x"=3x+4 . (—x+4
Taco:a= limﬁz—l va b= lim L—(—l)x = lim | =X =-1.
vk XU 42X ¥4 x+2 x| x 42

Suy ra dudng thing y = —x — 1 13 tiém c4n xién ctia do thi ham sd.
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2 2
A . —x" —3x+4 . . —x"-3x+4 . B
Tacé lim y= lim ———— =—w; lim y= lim ——————— = +o0. Suy ra duong thang
x—>-2" x—>—2" x+2 x—>-2* x—>-2" x+2
x =-2 13 tiém can dung cta do thi ham sd.

e Bang bién thién:

3. D thi:
Tacoy=0< x*-3x+4=0
< x=—-4hoacx=1.
Vay db thi ham sé giao véi truc Ox tai diém
(—4; 0) va diém (1; 0).

D6 thi ham sd giao véi truc Oy tai diém (0; 2).

Do thi ctia ham s6 duoc bi€u dién trén Hinh 6.

Tam dbi xtng cua do thi ham s6 14 diém (-2; 1).

Cac truc doi xung cua do thi ham so la hai
duong phan gidc cua cac gbéc tao boi hai
duong tifmcanx=-2vay=-x— 1.

% Khao sat va v€ do thi ctiia cac ham so6 sau:
L]

32

— 2_
X x+1 Sl

. Van dung dao ham va khéo sat ham sé dé giai quyét mét sé vdn dé

lien quan dén thuc tién
Ta c6 thé van dung dao ham va khao sat ham s6 dé gi?li quyét nhiéu bai toan lién quan dén
thyc tién trong nhitng linh vuc khac nhau nhu kinh té, khoa hoc, ki thuét, ...

Vi du 7. Xét tinh hudng & > (trang 25).

a) Khao sat va v& do thi ham sé C(v) trén (0; 120].

b) Tai xé xe tai 14i xe v6i toc do trung binh 12 bao nhiéu dé tiét kiém tién xing nhat?

(Theo: http://laroche.lycee.free.fr/telecharger/bacpro/bacpro_maintenance auto.pdf)
Gidi
a) Khao sat va v& do thi ciia ham sé C(v):
— Tép xéc dinh: D = (0; 120].



— Su bién thién:
+ Chiéu bién thién:

eDaoham C'(v) =-

e Trén khoang (0; 80), C'(v) < 0 nén ham sb nghich bién trén khoang nay.
e Trén khoang (80; 120), C'(v) > 0 nén ham s6 dong bién trén khoang nay.

16000 5 _ S(v=80)(v+80).
o2

b

2 217

C'(v)=0<«v=-80 (loai) hoac v= 80.

+ Cuyc tri: Ham s dat cuc tiéu tai v = 80, C., = C(80) = 400.

+ Gi6i1 han vo6 cyc va tiém can: lim C (v) = lim

16000

v—>0" v—>0" ( Vv

la tiém cén ding ctuia do thi ham so.

+ Bang bién thién:

v |0 80 120
C'(v) - 0 +

+o0 1300
(j(v) \\\\\\\\\\‘ ,////////)' .

— Db thi:

400

ot %vj = +o0 nén duong thang v =0

D thi ham sb c6 diém cuc tiéu (80; 400) va di qua cac diém (40; 500), (100; 410),

(120;#} nhu Hinh

7.

b) Quan sat do thi ham sd, ta nhan thiy ham sé dat GTNN khi v = 80 va GTNN 1a 400.

Nhu vay, dé tiét kiém tién xang nhét, tai xé nén chay xe voi tde do trung binh la 80 km/h.

C(v) 4

5507

500

1300 450%

— >
3 410
4007

350+
30071
2507
2007
15071

- 1001

50t

Y

bdh o o

I B i

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

T "=
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
+
1
1
1
1
1

oo

10 20 30 40 50 60 70
Hinh 7

80 90 100 110 120

>
1%
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Vi du 8. Mot ho 1am nghé dét vai lua to tim san xuat mdi ngay duge x mét vai lua (1 <x < 18).

Tong chi phi san xuat x mét vai lua, tinh bang nghin dong, cho boi ham chi phi:
C(x)=x*—3x*—20x + 500.

Gia str ho 1am nghé dét nay ban hét san pham mdi ngay voi gia 220 nghin dong/mét.

Goi B(x) 1a s6 tién ban dugc va L (x) 1a loi nhuan thu dugc khi ban x mét vai lua.

a) Hay viét biéu thtc tinh B (x) va L (x) theo x.

b) Khéo sat va v& dd thi cia ham s6 L (x) trén [1; 18].

¢) Ho 1am nghé dét ndy can san xuat va ban ra mdi ngay bao nhiéu mét vai lua dé thu duoc
lo1 nhuén toi da? Tinh loi nhuén to1 da do.

Gidi
a) Khi ban x mét vai lya:
— S6 tién thu dugc 1a: B (x) = 220x (nghin dong).
— Loi nhuan thu dugc 13: L (x) = B(x) — C(x) = —x> + 3x* + 240x — 500 (nghin dong).
b) Ham sb L (x) x4c dinh trén [1; 18].
— Su bién thién:
+ Chiéu bién thién:
e Dao ham L'(x) = -3x” + 6x + 240; L'(x) = 0 <> x = 10 hodc x = -8 (loai).
e Trén khoang (1; 10), L'(x) > 0 nén ham sé dong bién trén khoang nay.
e Trén khoang (10; 18), L'(x) < 0 nén ham s6 nghich bién trén khoang nay.
+ Cuc tri: Ham sd L(x) dat cyc dai tai x = 10 va L, = L(10) = 1200.

+ Bang bién thién:

X 1 10 18
L'(x) + 0 -
1200
L(x) / \
258 —-1040
Y
— P thi: 1400 (10; 1200)
‘ . . 1200
D06 thi ham s6 ¢6 diém cuc dai (10; 1200) 1000
va di qua cac diém (1; -258), (18; —1040) 800
i 600
nhu Hinh 8. 200
200
e X
(18; —1040)



¢) Quan sat do thi ham sd, ta nhan thay khi x = 10 thi ham s6 dat gia tri 16n nhat 1a 1200.
Nhu vay, ho l[am nghé dét can san xuét va ban ra moi ngay 10 mét vai lua dé thu duoc

loi nhuén t6i da. Loi nhuén t6i da nay 1 1200 nghin dong.

Xét mot vat that dat trude thau kinh hoi tu co tiéu cu f > 0. Goi d 1a khoang cach

o vat dén thau kinh (d > 0), d' 1a khoang cach tir thdu kinh dén anh (anh that thi
d' >0, anh 4o thi d' <0). Ta c6 cong thirc:
1 1 1
—=—+— hay d'=i.
A7 T | d-f
(Vatli 11, Nha xuét ban Gido duc Viét Nam, 2012, trang 182, 187).
Xét truong hop f=3, ditx =d, y = d'. Ta c6 ham sb y=3—’“3 vax #3.
x —
a) Khao sat va v& do thi cuia ham sb trén.
b) Dua vao dd thi ham sd trén, hay cho biét vi tri cia vat dé anh cta vat 1a: anh that,
anh do.
¢) Khi vat tién gan dén tiéu diém thi anh thay d6i nhu thé nao?
Théu kinh hoi tu
1
B
Vat AB

A .
04=d Anh A'B’

Hinh 9

% Nguoi ta mudn ché tao mot chiée hop hinh hdp chir nhat 0
] 2 . A A <\ ’ A A A
c6 thé tich 500 cm® véi yéu cau dung it vat liéu nhat.
Chiéu cao hop phai 1a 2 cm, cac kich thudc khac 1a x, y
voix>0vay>0. x y

2 cm

a) Hay biéu thi y theo x. Hinh 10
b) Chimng t6 rang dién tich toan phan cta chiéc hop la:
1000

S(x) =500 + 4x + .
X

¢) Lap bang bién thién ctia ham sé S(x) trén khoang (0; +0).

d) Kich thudc cta hop 1a bao nhiéu thi dung it vat liéu nhat? (Lam tron két qua dén
hang phan muoi.)
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BAI TAP

1.

36

. Cho ham s6 y =

Khao sat va vé do thi ciia cac ham so sau:

a)y=x"+x—2; b)y:2x3+x2—%x—3.

. Cho ham s6 y = x* — 3x* + 2.

a) Tim diém 7 thudc dd thi ham s biét hoanh d6 cua 7 1a nghiém cuia phuong trinh y" = 0.

b) Chimg minh rang / 13 trung diém cta doan thang ndi hai diém cuc tri caa dd thi ham sb.

. Khao sat va v& do thi caa cac ham sd sau:
1 3
)y=3+ s byy= 22
X 1—x
. Khao sat va v& dd thi cua cac ham sd sau:
2
X —=2x+2
a)y=———; b)y=2x- )
) )y 1-2x
—x?+3x+1

x+2
a) Khao sat va v€ do thi cua ham s6 da cho.

b) Tim toa d§ trung diém doan noi hai diém cuec tri cua d6 thi ham s6. C6 nhan xét gi vé diém nay?

. Ban Viét mudn dung tim bia hinh vudng canh 6 dm 1am mot chiée hop khong nip, c6 day 1a

hinh vuéng bang cach cat bo di 4 hinh vudéng nhé ¢ bén goc clia tim bia (Hinh 11).

Tx

Hinh 11
Ban Viét mudn tim d6 dai canh hinh vudng can cit bo dé chiéc hop dat thé tich 16n nhat.
a) Hay thiét 1ap ham s6 biéu thi thé tich hop theo x voi x 1a do dai canh hinh vudng can cit di.
b) Khao sat va v& d6 thi ham sd tim dugc.
Tir d6, hdy tu van cho ban Viét cach giai quyét van dé va giai thich vi sao can chon gia tri nay.

(Lam tron két qua dén hang phan muoi.)



BAI TAP CUOI CHUGNG |

CAU HOI TRAC NGHIEM

Chon phuwong an dung.

1. Cho ham s6y= f(x) co qé thi nhu Hinh 1.
Ham s6 y = f(x) dong bién trén khodng

A. (5; +0). B. (3;5).

C. (0;5). D. (3; +0).

Q
Wh--—--
(9.}

=y

Hinh 1
. Cho ham s6 y = f(x) ¢6 d thi nhu Hinh 1.
Ham s6 dat cuc dai tai

A x=0. B.x=3.
C.x=4. 1D, 551 5
2
. Cho ham sb y:LZH. Trong cac
x—

khang dinh sau, khang dinh nao ding?

A. Ham sb dat cuc tiéu tai x = 3, gia tri
cuc tiéu la y = 2.

B. Ham sb dat cuc tiéu tai x = 5, gia tri
cuc tiéula y = 6.

C. Ham sd dat cyc tiéu tai x = 3, gia tri
cuc tiéu lay = 6.

D. Ham sé dat cuc tiéu tai x = 5, gia tri
cuc tiéu 1a y = 2.

4. Pao ham cta ham s y = f(x) 12 ham s6

¢ db thi dugc cho trong Hinh 2. Ham sb
y = f(x) nghich bién trén khoang

A. (-1; 3). B. (-3; 1).
C. (1;5). D. (3; +).

Hinh 2

. Gia tri nho nhat cia ham so

y=~x>+2x+3
trén doan [-2; 3] 1a

A. 3. B. +/30.

C. V2. D. 0.
. Tiém cén xién cta d6 thi ham sé
2% +3%"—3
a ol
1a duong thang c6 phuong trinh
A .y=2x+3. B.y=2x+1.
C.y=x+3. D.y=x+1.
. Tiém c4n dtng cua dd thi ham sd
—2x+3
= Sx+1
1a dudng thing c6 phuong trinh
1 1
A.y=—g. B.x=—§.
2 2
C y=—g. D x=—§.




—2x-3

Cho ham s6 y= . Trong cac

khang dinh sau, khing dinh nao ding?
A. Ham s6 dong bién trén (—oo; —4) va
nghich bién trén (—4; +o0).

B. Ham s6 dong bién trén (—oo; 4) va
(4; +00).

C. Ham sb nghich bién trén (—oo; 4) va
(4; +0).

D. Ham s nghich bién trén (—o0; —4) va
(—4; +0).

BAITAP TU LUAN

9.

Tim hai s6 khong 4m a va b c6 tong
bang 10 sao cho:

a) Biéu thirc ab dat gia tri lon nhét;

b) Tong b,inh phuong cua chung dat gia
tri nho nhat;

¢) Biéu thirc ab® dat gié tri 16n nhat.

10. Cho ham s6 bac ba y = f(x) ¢6 dd thi nhu

Hinh 3. Viét cong thirc ciia ham sd.
yA
)

Wleccoccoocoocoao

=Y

Hinh 3

; 1
11. Cho ham s6 y = §x3 - x*+4.

38

a) Khao sat va vé do thi cua ham so.
b) Tinh khoang cach gitra hai diém cuc tri
cua do thi ham so.

12. Cho ham sd y =

13. Cho ham s6 y =

2x+1

x—1
a) Khao sat va v& dd thi cua ham sb.
b) Goi 4 1a giao diém ciia @b thi ham s6
véi truc Oy, I 1a giao diém cua hai duong
tiém can cta d6 thi ham s6. Tim diém B
dbi xung véi A qua I. Chimg minh rang
diém B ciing thudc dd thi ham sb nay.
x*+4x-1

P
a) Khao sat va v& d thi ciia ham sb.
b) Tim gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat
ctia ham s dé cho trén doan [2; 4].

14. Cho mot hinh tru noi tiép trong hinh nén

c¢6 chiéu cao bang 12 cm va ban kinh day
bang 5 cm (Hinh 4a). Nguoi ta ct hinh nén,
tru ndy theo mit phing chira duong thang
ndi dinh va tam hinh tron d4y ctia hinh nén
thi thu dugc mot hinh phfmg nhu Hinh 4b.
A

== /|
A Y

><—
r  Scm
a) b)
Hinh 4

12 cm

a) Ching minh rang cong thirc tinh ban
kinh 7 ctia day hinh tru theo chiéu cao &
cua nd la:
. 5(12—h).
12
b) Ching minh biéu thitc sau biéu thi
thé tich khdi try theo /:
251th(12—h)?
144 '

¢) Tim £ dé khoi try c6 thé tich 16n nhat.

Vih) =



15. Trong mot nha hang, mdi tuan dé ché bién
x phan an (x lay gi tri trong khoang tir
30 dén 120) thi chi phi trung binh (don vi:
nghin dong) ctia mot phan in duge cho
bo1 cong thirc:

7200

C(x) =2x—230+ .
X

a) Khao sat va v& d6 thi ham sé C(x) trén
[30; 120].

b) Tir két qua trén, tim sd phan in sao
cho chi phi trung binh ctia mot phan in
1a thap nhat.

16. Dién tr& R (Q) ciia mot doan diy dan
hinh tru dugc lam tir vat liéu co dién tré
suit p (Qm), chiéu dai ¢ (m) va tiét dién
S (m?*) dugc cho bai cong thirc

!

R=p.—.
P

L

Hinh 5

(Vat 1i 11 — Chan trdi sang tao, Nha xuat ban
Giao duyc Viét Nam, 2023, trang 104)

Gia st nguoi ta khao sat sy bién thién
ctia dién tré R theo tiét dién S (6 nhi¢t do
20 °C) ciia mot sgi day dién dai 10 m lam
tr kim loai ¢6 dién tré suat p va thu duoc
d6 thi ham s6 nhu Hinh 6.

R(Q) A

0,0027

0,00157
R=10,001

0,001\ (0,000169; 0,001)
0,0005¢

Hinh 6

o[ 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,0025 S (m?)

a) C6 nhan xét gi vé su bién thién cua
dién tro R theo tiét dién S?

b) Tir do thi, hdy giai thich ¥ nghia cua
toa do giao diém cua do thi ham s voéi
duong thang R = 0,001.

¢) Tinh dién tro suat p cta day dién. Tir do,
hay cho biét day dién duoc lam bang kim
loai nao trong s6 cac kim loai dugc cho &
bang sau:

Bac 1,62.10°
Pong 1,69.10°
Vang 2,44 .10
Nhom 2,75.10°

Sat 9,68.10°
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Phan| HINH HOC VA PO LUGNG

VECTO'VA HE TOA DO

Chuong Il

Vecto Ia cong cu hiéu qua dé biéu dién nhiéu déi tuong trong khong gian. Trong chuong nay, chiing ta sé tim
hi€u vé khai niém vecta va cac phép toan vecto trong khéng gian. Ching ta ciing sé tim hiéu vé hé truc toa dé,
toa dé caa vecto, bi€u thiic toa dd cha cac phép toan vecto trong khong gian va van dung dé gidi quyét
mét so van dé thuc tién.

May in 3D la mét thiét bi c6 (ing dung toa dd vectd trong khdng gian.

Hoc xong chuong nay, ban c6 thé:

- Nhan biét dugc vecto va cac phép toan vecto trong khong gian (t6ng va hiéu cda hai vecto,
tich cla mot s6 vai mot vecto, tich vo hudng clia hai vecto).

- Nhan biét dugc toa dé cla mét vecta doi véi hé truc toa do.

- Xac dinh dugc do dai ciia mot vecta khi biét toa d6 diém dau va diém cudi clia né.
Xac dinh dugc biéu thic toa dé cla cac phép toan vecto.

-Van dung dugc toa dé cla vecto dé gidi mét s6 bai toan ¢ lién quan dén thuc tién.

| 40



ai 1. Vecto va cac phép toan
trong khong gian

Tit khoa: Vecto trong khdng gian; Tong va hiéu cta hai vectd; Quy tic hinh hop;
Tich cia mdt s6 véi mét vecto; Tich vo hudng caa hai vecto.
4 \

(! / Trong khéng gian, lam thé nao dé biéu dién d dich chuyén tin hiéu vé tuyén ti
may bay dén tram kiém soat trén mat dat?

e /|

1. Vecto trong khong gian

O Nhic lai dinh nghia vecto trong mit phang.
C6 thé dinh nghia vecto trong khong gian nhu da dinh nghia vecto trong mit phang khong?

/ c/D
. A‘\B

Hinh 1

% Vecto trong khéng gian 13 mot doan thang c6 hudng.
Chuy:

e Ki hi¢u AB chi vecto ¢6 diém dau A4, diém cuoi B.

1



Vidu 1. Cho hinh ti dién ABCD. Hay chi ra cac vecto co
diém dau 1a B va diém cudi 1a cac dinh con lai caa hinh
tr dién.
Gidi
Ta c¢6 ba vecto BA, BC, BD c6 diém dau la B va diém
cudi 1a cac dinh con lai cua hinh t& dién. <
Hinh 2

Trong \®), tim vecto biéu dién d6 dich chuyén tin hiéu vo tuyén tir vi tri 4 cia may bay
dén vi tri S cua tram ki€m soat.

% Trong khong gian, cac khai niém co lién quan dén vecto nhu gia cua vecto; do dai
clia vecto; hai vecto cting phuong, cung hudng, ngugc huéng, bang nhau, dbi nhau;
vecto-khong dugc dinh nghia tuong ty nhu trong mit phang.

Chui y: Trong khong gian, cho diém O va vecto @ , ton tai duy nhat diém M dé OM =a.

Vidu 2. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ (Hinh 3). D
a) Gia cua ba vecto Zl?, A_IS, AAd cb cung nam trong mot A’ ,'I
mit phang khong? ,'I
\ —_— D
b) Tim cac vecto bang vecto AB. S
¢) Tim cac vecto dbi cia vecto AD. A,
Gl.lii Hinh 3

a) Gia cua ba vecto E, E, A4’ 1an luot 1a ba dudng thang AB, AD, AA'. Ching khong
cung nam trong mot mat ph'flng vi bdn diém 4, B, D, A’ khong déng phalmg.
b) Do ABCD.A'B'C'D' 1a hinh hdp nén AA'B’'B la hinh binh hanh, suy ra AB // A'B' va
AB = A'B'. Ta ¢6 hai vecto AB va A'B cung hudng va co do dai bang nhau, suy ra
AB=A'B.
Tuong tu, ta cling co AB=DC va AB=D'C'.
¢) Hai vecto AD va DA c¢6 @6 dai bang nhau va ngugc hudng, suy ra DA 1a vecto déi
cta AD.
Ta c6 ABCD la hinh binh hanh, suy ra AD ¢6 cung do dai va nguoc hudng véi CB, suy
ra CB 1a vecto dbi ciia AD.
Tuong ty, ta cling co D'A , C'B' 1a vecto dbi cua AD.
@2 Cho hinh chop tt gidc déu SABCD.
a) Chi ra cac vecto c6 diém dau 1a S va diém cuoi 1a cac dinh cua da giac day.
b) Tim cac vecto c6 do dai bang do dai cua vecto SA.

¢) Tim céc vecto doi cua vecto CB.
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@‘1 Trong Hinh 4, cho biét ba vecto F,, F,, F, biéu dién
luc cang cua cac soi day cap AB, AC, AD tac dung
1én vat ning. Gi4 cua ba vecto nay ¢ ciing ndm trén
mot mit phiang khong?

2. Téng va hiéu cia hai vecto
Téng cia hai vecto

,@ Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'’ (Hinh 5).
a) Trong mit phang (4BCD), tim vecto tong AB + AD.
b) So sanh hai vecto E)', BD.
¢) Giai thich tai sao AB+ B'D’ = AD.
Mot cach tong quat, ta co
“‘, Trong khong gian, cho hai vecto @, 5. Liy ba diém O, 4, B / b
sao cho OA = a, AB=b. Ta go1 OB 1 tong ciia hai vecto

Ql

a va b, ki hiéu a +b.
G+b

Hinh 6

Phép lay téng cua hai vecto dugc goi 1a phép cong vecto. o

Nhan xét: Ph"ép cong vecto trong khong gian ciing c6 cac tinh chat nhu phép cong vecto

trong mat phang.

« Tinh chit giao hoan: d +b=b+a;

« Tinh chdt két hop: (@+b)+c=a+(b+C);

» V&i moi vecto a, ta ludn co: i+0=0+a=a.

Chui y: Tir tinh chat két hop, ta c6 thé xac dinh dugc tong cua ba vecto d, b, 1a

G+b+¢=(a+b)+¢c.

‘;;, uy tic ba diém, quy tic hinh binh hanh 4 y
van ding vdi céc vecto trong khong gian.
e Véi ba diém 4, B, C ta c6

AB+BC = AC. J: C
) B C
e Néu ABCD 14 hinh binh hanh thi ta ¢6 a) b)

4B+ AD = AC. Hinh 7
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Vi du 3. Cho hinh lang try ABC.4'B'C'. Tim c4c vecto tong BA+ A'C', BC + AA'.
Gidi Pl C’
Ta c6 ABC.A'B'C' 1a hinh lang tru nén A4'C'C la v

hinh binh hanh, suy ra 4'C’' = AC.

Do @6 BA+ A'C' =BA+ AC=BC.

Tuong tu, ta cling c6 AA'B’'B 1a hinh binh hanh, 4 C

suy ra AA = BB’ 3
e Hinh 8

Do @6 BC+ AA" = BC+ BB'= BC". B C

)

Quy tac hinh hép

\. 3 Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'. A e >D
a) Tim cac vecto tong AB+ AD, AC + AA'. Bireth, N BTN P
b) Dung két qua cta cdu a va tinh chat két hop cia ,"/
phép cong vecto dé chirg minh AB+ AD+ AA' = AC', n l e D'
i

Tu ,@3 , ta ¢ quy tic hinh hép dé cong ba vecto khong ciing nam trong mot mit phang.

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'. Ta co:
AB+AD+ A4 = AC'.

A’ D'
Hinh 10
Vi du 4. Cho hinh hép ABCD.EFGH. Thuc hién cac phép toan sau day:
a) CB+CD+CG; b) AB+CG +EH.
Gidi

a) Theo quy tic hinh hop, ta co CB+CD+CG =CE.
b) Ta co E:ﬁ, EH = AD.

Suy ra: AB+CG +EH = AB + AE + AD.

Theo quy tic hinh hop, ta c6 AB+ AE + AD = AG.

V@yﬁ+@+ﬁ=ﬁ. Hinh 11

Vidu 5. C6 ba luc cung tac dong vao mot vat. Hai trong ba luc nay hop véi nhau mot goc
100° va c6 d6 16n 1an luot 1a 25 N va 12 N. Luc thi ba vudng goc véi mit phang tao
b1 hai luc da cho va c6 do 16n 4 N. Tinh d¢ 16n cua hop luc cua ba lyc trén.
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Gidi
Goi f;, E, E 1a ba lyc tac dong vao vat dat tai
diém O lan lugt c6 do 1o6n1la 25 N, 12 N, 4 N. 7
Ve OA=F, OB=F,, OC=F,.
Dung hinh binh hanh O4ADB va hinh binh hanh ODEC. (0) "y uN—— il A
Hop luc tic dong vao vat 1a F, / 100°

—_— —— @ —— @ —— —— ——  ———

F=04+0B+0C=0D+0C =OE. A D
Ap dung dinh 1i cosin trong tam giac OBD, ta ¢ Hinh 12
OD*=BD*+ OB*—2.BD.0B.cos OBD = 04>+ OB*+2.04.0B.cos 100°.
Vi OC L (OADB) nén OC L OD, suy ra ODEC 1a hinh chir nhat.

Do d6 tam gidc ODE vudng tai D.

Tacd OE* =0C* +0OD* = OC* + OA* + OB*> +2.04.0B .cos100°.

Suy ra OF =+JOC? + 04> + OB* +2.04.0B.cos100°

= \/42 +25% +12% +2.25.12.c08100° ~26,092.
Vay d6 16n cia hop luc 1a F= OF = 26 N.
@3 Cho hinh hop ABCD.EFGH. Thuc hién céc phép toan sau day:
a) DA+ DC + DH;; b) HE + GC + AB.
Hiéu ctia hai vecto
9 7
Trong khong gian, cho hai vecto a, b. Ta goi a+(->0) la

hiéu cua hai vecto a va b, ki hiéu a —b.

Phép lay hiéu cua hai vecto dugc goi 12 phép trir vecto.

Hinh 13

Quy tic hiéu
:0’. A
i Trong khong gian, véi ba diém 4, B, C ta co:
AB - AC =CB. C
Hinh 14
Vi du 6. Cho hinh chop S.4BCD c6 day la hinh binh hanh.

e T ——

Tim cac vecto hiéu SD —S4, BS — AD.
Gidi
a) Theo quy tac hiéu, ta co SD—SA = AD.

A B
Hinh 15 45



b) Do ABCD 14 hinh binh hanh nén ta ¢6 BC = 4D, suy ra BS — AD = BS — BC.
Theo quy tic hiéu, ta c6 BS-BC=CS.
Véay BS —AD=CS.
% Cho hinh chop S.ABCD co6 day la hinh binh hanh. Tim cac vecto hiéu AS-DC,
CS —DA.

Q’S Cho t&r dién ABCD c6 M va N lan luot 1a trung diém cua 4B va CD. Hay thuc hién cac
) phép toan sau day:

a)W+TC+ﬁ; b)Zﬁ—m+N5.
@6 Cho hinh lap phuwong ABCD. A'B'C'D' ¢6 canh bang don vi. Tim d¢ dai cac vecto sau day:
a)ﬁ=ﬁ+ﬁ+l?8;; b)Z;:B_C"—ﬂ+@.

—_— —

W) Ba luc Fl , F,, F, cung tac dong vao mat vat co
. phuong d6i mot vuong goc va c6 do 16n lan luot 1a
2 N; 3 N; 4 N (Hinh 16). Tinh d0 16n hop luc cua
ba luc da cho.

Hinh 16
3. Tich ctia mét sé véi mét vecto
,Q Cho hinh hop ABCD. A'B'C'D' ¢b AC' va A'C cit nhau
A

tai O (Hinh 17).

a) Tim vecto AB+ AD+ AA'.

b) Cho biét mdi quan hé giita vecto tim duoc ¢ cu a)
va vecto AO.

Trong khong gian, tich cia mot sé & voi vecto @ duogc
dinh nghia twong tu nhu trong mét phang.

* Trong khong gian, cho sb k = 0 va vecto a@ # 0.

Tich cua s6 k v6i vecto a la mdt vecto, ki hiéu ka, cung hudng véi @ néu k > 0,
nguoc hudng v4i @ néu k <0 va co do dai bang [k.|a |.

Phép lay tich cia mot s6 voi mot vecto duge goi 1a phép nhan mdt s6 voi mot vecto.

—

(e

Quy udc: 0.3=0 va k.0=
Nhan xét:
a) Voi hai vecto @ va b bat ki, vi moi sd & va k, ta co:
© k(G+b)=ka+kb; o (h+k)d=ha+ka;
o h(ka) = (hk)a; e l.d=a; o (-1).d=-d.
b) ki =0 d=0 hodc k= 0.
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¢) Hai vecto @ va b (b khac 0) cung phuong khi va chi khi ¢6 sb k sao cho d = kb.
d) Ba diém phan biét 4, B, C thing hang khi va chi khi c6 sé k khac 0 dé AB =k AC.

Vi du 7. Cho ti dién ABCD. Goi M, N lan luot 1a trung diém cta cac canh AD, BC; G 1a
trong tim ctia tam giac BCD. Chimg minh rang:

2) mzé(mm b) AB+ AC + AD =34G.

_— — —— @ —— —  —

Vi M 14 trung diém ciia doan thang AD nén MA+MD =0.
Vi N la trung diém cua doan thang BC nén BN +CN =0.

Do d6 m=%(2§+55).

b) Ta cé: AB = AG +GB, AC = AG +GC, AD = AG + GD.
Suy ra AB+AC+ AD =34G + GB+GC + GD.

Vi G la trong tam cua tam gidc BCD nén GB+GC+GD =0.
Do d6 AB+AC + AD =34G.

% Cho hinh ling try ABC.A'B'C' ¢6 M la trung diém ctia BB’
(Hinh 19). Dit CA=a, CB=b, CC' =C.

Chémg minh ring AM = 5—5+%5.

Vi du 8. Theo dinh luat IT Newton (Vat li 10 — Chan troi
sang tao, Nha xuét ban Gi4o duc Viét Nam, 2023, trang 60):
Gia tdc cua mot vat co cung hudéng véi lyc tdc dung 1én
vat. Do 16n cua gia toc ti 1& thuan voi d6 10n cua luc va
ti 1€ nghich véi khdi luong cua vat:

—

F =ma,

trong d6 @ 1a vecto gia toc (m/s?), F 1a vecto luc (N) Hinh20
tac dung 1én vat, m (kg) 1a khéi luong cta vat.
Mudn truyén cho qua béng c6 khdi luong 0,5 kg mot gia tbe 50 m/s® thi can mot luc da
¢6 do 16n 1a bao nhiéu?

Gidi
Taco F =ma,suy ra |Fl=mldl=0,5 .50 = 25 (N).
Vay muén truyén cho qua bong khdi lugng 0,5 kg mot gia tbe 50 m/s” thi can mot luc da
c6 do 16n 1a 25 N.
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W

v-w3

4. Tich vé hwéng cta hai vecto

Goc gilra hai vecto trong khong gian

' 4

@

48

@ a) Nhic lai dinh nghia goc giira hai vecto i va ¥

Mot chiée dén chum treo c6 khdi lugng m = 5 kg duoc thiét ké
voi dia dén dugc giltr boi bdn doan xich S4, SB, SC, SD sao

cho S.ABCD 14 hinh chép ti giac déu c6 ASC = 60° (Hinh 21).

a) Su dung cong thirc P = mg trong d6 g 1a vecto gia toc
roi tu do ¢6 do 16n 10 m/s?, tim d6 16n cua trong luc P tac dong
1én chiéc dén chum.

b) Tim d0 16n cua luc cang cho moi soi xich.

trong mit phang.

b) Lam thé nao dé dinh nghia goc giira hai vecto i
va v trong khong gian?

Trong khong gian, cho # va ¥ 1a hai vecto khac 0. LAy mot diém A4 bt ki, goi B va C
a hai diém sao cho 4B =i, AC =¥v. Khi d6, ta goi BAC 1 goc gitra hai vecto # va v,
ki hiéu (#,7).

Nhan xét:

. 0° < (7,7) <180°;

* Néu (i, ¥)=90° thitandi # va ¥ vudng goc voi nhau, ki hidu & L v.

Vi du 9. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D'. Xac dinh géc (AB, A'D'), (4B, A'C’).

Gidi B .
Ta co Zﬁ:ﬁ, suy ra i
(4B, AD')=(AB, AD) = DAB = 90" . B
Tacod A'C' = AC, suyra ) ﬁ’l T ¢
(4B, AC')=(AB, AC) = CAB = 45°. Algc’—’—""%’
Hinh 23

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D'. Xac dinh goc (AC, B'D'), (A'4, CB)).



Tich v6 hudng cia hai vecto

O Trong khdng gian, cho ¥ va v thoaman |u |=2, |V |=3.
Liy mot diém A4 bat ki, goi B va C 14 hai diém sao cho

AB = u, AC =% (Hinh 24). Gia su BAC = 60"

a) Tinh goc (u, V). \'/

b) Trong mit phing (4BC), tinh tich vé huéng AB. AC. Hinh 24

Ta goi AB.AC la tich vo huéng cta hai vecto i, ¥. Trong truong hop tong quat, ta co:
* Trong khong gian, cho hai vecto # va ¥ khac 0.
Tich v6 hudng cta hai vecto i va v 1a mot sd, ki hiéu .V, duoc x4c dinh bai cong thirc
u.v =|z7|.|v |.cos(u,V).
Chuy:
a) Trong trudng hop @ =0 hodc ¥ =0, ta quy uéc .V = 0.
b) i.ii =i’ =il @> >0, @’ =0 i =0.

¢) Véi hai vecto u, v khac 0, ta c6 cos(u,v) =

d) Voi hai vecto u, v khac 6, tacou Lvesu.

A

Nhan xét: Tuong tLI: nhu trong mit phing, tich vo huéng cua hai vecto trong khong gian
cling co cac tinh chat sau:
Vi ba vecto a, 5, ¢ va sd k, ta co:

©G.b=b.a; «G.(b+3)=a.b+a.c; o (kd).b=k(d@.b)=a.(kb).
Vi du 10. Cho tir dién déu ABCD c6 canh bang a va M 1a trung diém cua CD.
a) Tinh céc tich v6 hudng AB. Zé, AB. AM.
b) Tinh goc (4B, CD).

Gidi 4

a) Ta co: AB.AC :|E'|.|R|.cos (E, TC)

2

ZAB.AC.COSB/A?j =a.a.cos60°= g

2 D
Tuong tu ta cling co AB. E_% 3 M
-] — C
Talai c6 AM =5(AC+AD), suy ra: Hinh 25
2 2 2
AB.AMzAB.l(AC+AD):l(AB.AC+AB.AD)=l(a—+a—j:a—.
2 2 202 2) 2

49



_— —— —— @ — —— @ —— @ —

b) Tacé AB.CD=(AM + MB). CD =AM .CD+MB . CD.
Ma AM, BM la trung tuyén cua cac tam gidc déu ACD, BCD nén AM 1 CD, MB 1 CD.

_— — @ — —

Suyra AM .CD=MB .CD=0.

T cc két qua trén ta c6 AB.CD =0. Suy ra (4B,CD) = 90".

% Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' ¢6 canh bang 1.

a) Tinh c4c tich vo huéng: AB.A'C’, AB.CC'.
b) Tinh goc (AC, AC") (két qua lam tron dén phut).

'{‘}"4 Mot em nhé can ning m = 25 kg trugt trén cau truot dai 3,5 m. Biét ring, cau truot c6

BAI TAP

1.

50

goc nghiéng so v6i phuong nam ngang 1a 30° (Hinh 26).

a) Tinh d0¢ 16n cua trong luc P= mg tac dung 1én em nho, cho biét vecto gia tdc roi
twdo g c6dod16nlag=9,8 m/s”.

b) Cho biét cong 4 (J) sinh béi mot luc F c6 dd dich chuyén d duoc tinh béi cong thire
A=F.d. Hay tinh cong sinh bdi trong luc P khi em nho trugt hét chiéu dai cau truot.

Hinh 26

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'. Chimg minh ring:

a) AB+B'C'+DD' = AC';

b) DB'+D'D+BD = BB,

¢) AC+BA'+DB+C'D=0.

. Cho hinh binh hanh ABCD. Goi S 1a mét diém khong thudc mit phang chira hinh binh hanh.

_— = ——  ——

Chung minh rang SA+SC = SB + SD.

. Ba luc c6 diém dat tai mot dinh cua hinh 1ap phuong, cung phuong véi ba canh va cung cé

cuong do 1a 5 N. Tinh cuong do cua hop luc.



. Cho hinh chop S.ABCD. Goi [ 1a trong tam cua tam gidc ABC va J la trong tam tam giac ADC.
Chiung minh rang 2SA+SB+2SC + 8D = 3(§ + g) .

. Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C' ¢6 AA =d, AB=b, AC =¢
Chérng minh rang B'C=¢-G-b va BC'=a-b+c.

. Néu mot vat c6 khdi luong m (kg) thi luc hép dén P

cua Trai DAt tac dung 1én vat dugc xac dinh theo

cong thic P=m g, trong 46 g 1a gia toc roi tu do co

d6 16n g = 9,8 m/s. Tinh do 16n cua luc hap din cua

Trai Dét tic dung 1én mot qua tdo c6 khdi lugng 102 gam

(Hinh 27).

. Trong dién truong déu, lyc tinh diénﬁ (donvi:N) F = % ¥ ¥ ¥ ¥ + ¥

tac dung 1én dién tich diém c6 dién tich ¢ (don vi: C)
dugc tinh theo cong thirc F= q. E trong do El Y
cuong dd dién truong (don vi: N/C). Tinh dd 16n

cua lyc tinh dién tdc dung lén dién tich didm S
khi ¢ = 10° C va d6 16n dién truong E = 10° N/C Hinh 28
(Hinh 28).

. Mot lyc tinh dién F tac dong lén dién tich diém M 4
trong dién truong déu lam cho M dich chuyén theo
duong gap khuc MNP (Hinh 29). Biét g =2.107"2 C, d
vecto dién truong c6 o 1on £ =1,8.10° N/C va
d=MH=5 mm. Tinh cong 4 sinh boi lyc tinh dién F. ¥

Hinh 29
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Ba

i 2. Toa do cua vecto
trong khong gian

Tir khoa: Hé toa dé trong khdng gian; Truc toa dé; Mat phang toa dd;
Toa d cia diém; Toa d6 cta vecto.

@ Trong kiém soat khong luu, ngudi ta dung bé ba sd dé xac dinh vi tri cia may bay.
Ngudi ta da lam diéu d6 nhu thé nao?

1. Hé toa do6 trong khong gian 0 C
,@ Cho ilinh_l'ép_‘phlﬂngﬁOAﬁ O'A'B'C’ ¢6 canh bang 1. o E %
Bt i=04; j=0C; k=00" |
a) Néu nhan xét vé phuong va do dai cia ba vecto ;, }, k. 0: —————— --3C
b) Néu nhén xét v& ba truc toa d6 (0; 7), (0; 1), (0; F). 4E —
n
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Trong khong gian, cho ba truc Ox, Oy, Oz d61 mot
vuong goc. Goi ?, f, k lan Iuvot 1a ba vecto don vi
trén cac truc Ox, Oy, Oz. H¢ ba truc nhu vay duogc goi
la hé truc toa do Descartes vuong goc Oxyz trong

khong gian hay goi don gian 13 hé toa dj Oxyz.

Nhdan xét:

a) Piém O duogc goi la géc toa dp.

Cac truc Ox, Oy, Oz duoc goi la céc truc toa do.

Céc mit phang (Oxy), (Oyz), (Ozx) d6i mot vudng goc voi nhau duoc goi 1a cac mdt phéing
toa dj.

Khong gian v6i h¢ toa d§ Oxyz con dugce goi 1a khong gian Oxyrz.

b) Vi i f, k 1a ba vecto don vi d61 mot vuong gdc voi nhau nén ta cod

— nd e —

it=j'=k*=1vai.j=jk=ki=0.



Vidu 1. Cho tit di¢n OABC c6 OA, OB, OC d6i mot vudng goc va cd do dai béng 1.
Vé h¢ truc toa d§ Oxyz co géc 1a O, cac diém A4, B, C lan luot nam trén céc tia Ok, Oy, Oz
va chi ra cac vecto don vi trén cac truc toa do.

z
Gidi ‘
Véi O la géc toa do, ta v€ duoc cac truc Ox, Oy, Oz
nhu Hinh 3. Ba vecto don vi trén ba truc 1an luot 1a
i=04,j=0B, k=0C. By
E Hinh 3

Cho hinh chop S.ABCD c6 day la hinh vudong canh
bang 1, S4 vudng goc véi mat phang day va co do dai
bang 1 (Hinh 4). V& hé truc toa d6 Oxyz c6 gbc O
trung voi diém 4, cac diém B, D, S 1an lugt nam trén
cac tia Ox, Oy, Oz va chi ra cac vecto don vi trén cac

truc toa do. B Hinh 4

'63‘1 Mot thiét ké co khi trong Hinh 5a duoc biéu dién trong khong gian Oxyz nhu Hinh 5b.

a) Hay vé ba vecto don vi 7, f, k 1in lugt trén ba tryc toa d§ Ox, Oy, Oz (mdi vecto
don vi c6 d6 dai bang 1 m).

b) Biéu dién cac vecto R’, ﬁ, @, AB theo 7, j’, k.

ZA

Hinh 5

2. Toa d6 caa diém va vecto
Toa dé cia diém o c

,@ Cho hinh hop chit nhat OABC.O'A'B'C’ ¢6 canh OA4 =3, y

- — = P - B’
OC =5, 00" =2. V& ba vecto don vi i, j, k lan luot = c
LR X 7 K 7
trén cac canh O4, OC, OO'. Biéu dién OB’ theo o
ba vecto 7, f, k. A B
Hinh 6
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Nguoi ta chimg minh duoc rang:

Trong khong gian Oxyz, ung vi mot diém M tuy ¥, c6 mot bd ba s6 (x; y; z) duy nhat
sao cho OM = xi + yf + k. Ngugc lai, voi bo ba sO (x; y; z), ta cO mot diém M duy nhat
trong khong gian thoa man hé thuc OM =xi + yi+ zk.

Ta c6 dinh nghia sau:

Trong khong gian Oxyz, cho diém M. Néu OM = xi+ y} +zk
thi ta goi bo ba sb (x; y; z) 13 tog dé ciia diém M d6i voi
hé truc toa d§ Oxyz va viét M = (x; y; z) hoac M(x; y; z);
x 1a hoanh d¢, y 1a tung d9, z la cao do cua diém M.

Vi du 2. Cho hinh hdp chir nhat OABC.O'A'B'C’ ¢c6 canh OA4 =4, OC = 6, OO' = 3.
Chon hé truc toa d6 Oxyz ¢6 gbc toa dd O; cac diém A, C, O’ 1an luot ndm trén cac tia
Ox, Oy, Oz. Xéc dinh toa d¢ céc diém 4, B, B'.

Giai
— N . — 7
Tacd: OA=4i +0j +0k, suy ra A(4; 0; 0); TO' C
OB =0A4+0C =4i +6] +0k, suy ra B(4; 6; 0); ” |
e, NN, = —>(B'
OB = 0A+0C+00 =47 +6 +3k, suy ra B'(4; 6; 3). i |
5O C y
x /4 B
Hinh 8

@2 Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢ canh béng 5. Chon h¢ tryc toa do Oxyz c6 géc

@ Trong khong gian Oxyz, cho vecto d. V& diém A
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toa d6 O trung v6i 4; cac diém B, D, A’ 1an luot nam trén céc tia Ox, Oy, Oz. Xéac dinh
toa do cac diém B, C, C'.

Toa do cua vecto

sao cho OA =a. Goi (a,; a,; a;) la toa do cua diém A.

Hay biéu dién a theo ba vecto donvi i, /, k.

Nguoi ta chimg minh duoc rang:
Trong khong gian Oxyz, (mg véi mot vecto @ tuy ¥ c6 mot bo ba s6 (a,; ay; a,) duy nhat

sao cho @=aji +a,j+ak.



Ta c6 dinh nghia sau:

- A . — X — 7 = = \ . A A

Trong khong gian Oxyz, cho vecto a. Néu a=aji +a,j +a,k thi ta goi bo ba so

(a,; ay; a,) 1a toa dj ciia vecto a d6i véi hé toa d6 Oxyz va viét d = (a,; a,; a;)
hodc d(ay; a,; a,); a, 1a hoanh d¢, a,la tung d9, a,1a cao do cua 4.

Nhan xét: Trong khong gian Oxyz, ta co:
* Toa do cua diém M la toa do cua vecto O—M, tire la
M=(x;y;2) < OM =(x;); 2),

* bicu kién dé hai vecto bang nhau:

I
=

Cho ad = (x;y; 2), b = (x';y'; 2'). Khi d6: a PN

N o< =
T
N

Vi du 3. Trong khong gian Oxyz, cho hinh hop zA
chit nhat ABCD.A'B'C'D'’ ¢6 dinh A4 trung véi 4 D’
géc O, cac vecto E, ATi AA" theo thir tu

cung huéng véi i, 7, k vaco AB=8,AD =6, )
AA’ = 4. Tim toa d6 céc vecto 4B, AC, AC' va g% —————————— Vi ki
v

AM v6iM1a trung diém cta canh C'D’. .

Gidi ; - c
Dé tim toa do cua vecto AB, ta cin biéu dién 4B / g

theo ba vecto f, ;’, k. / )

Do AB cunghuéng véi i va|AB|= AB=8=8|i| %
nén AB=8i hayZE =8i+ O}'+OI;.

Hinh 10

Tuong tu, ta cling co: AD=0i+ 6}' +0k, A4 = 0i + 0}' +4k.

Trong hinh binh hanh ABCD, ta cé: AC=AB+AD =38i + 6}' +0k.
Trong hinh binh hanh A4'C’C, ta c6: AC' = AC + AA =8i+6 ] + 4k.
Suy ra AB = (8; 0; 0); AC = (8; 6; 0); AC' = (8; 6; 4).

Vi AM:%(AC'+AD'):%(AC’+E+TA’)
:%(8?+6f+4l;+6]'+4l;) =47 +6) +4k

nén AM = (4; 6; 4).
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@ Cho hinh chép S.ABCD cé day 1a hinh vudng canh bang 2,
SA vudng goc voi mit phing day va c6 do dai bang 3 (Hinh 11).
a) Ve hé truc toa do Oxyz co géc O trung voi diém 4, cac diém B,
D, S lan luot ndm trén cac tia Ox, Oy, Oz va chi ra céc vecto
don vi trén cac truc toa do.
b) Trong h¢ toa do ndi trén, tim toa dJ cac vecto ﬁ, E, AS
va AM véi M1a trung diém cta canh SC.

%‘2 Mot may bay dang cét canh tir phi treong.
Véi hé toa do Oxyz duoc thiét 1ap nhu
Hinh 12, cho biét M 14 vi tri cia may bay,
OM = 14, NOB =32°, MOC = 65".
Tim toa do diém M.

Hinh 12

BAI TAP

1. Trong khong gian Oxyz, biét:
a) a= 57+7]’—37c, b=2i +4k.Tim toa do cac vecto a, b.
b) OM =47 — j +3k, ON =87 —5 . Tim toa do céc diém M, N.
2. Trong khong gian Oxyz, biét:
a)a=(-2;5-17), b= (4; 0; 1). Tinh a, b theo céc vecto i, 7‘, k.
b) A(7; -2; 1), B(0; 5; 0). Tinh a, OB theo céc vecto ;, 7, k.

3. Cho tir di¢n SABC c6 ABC la tam giac vuong tai B,
BC =3, BA =2, 54 vudng gboc v6i mit phang (4BC) va co
d6 dai bang 2 (Hinh 13).

a) Xac dinh mdt h¢ toa d0 duva trén goi y cua hinh vé va 4 "\ [~~~ "~ >
chi ra cac vecto don vi trén cac truc toa do.
b) Tim toa d6 cac diém 4, B, C, S. B

Hinh 13
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4. Cho hinh chép S.ABC c¢6 day ABC la tam giac déu
canh bing 2, S4 vudng goc v6i day va S4 bang 1
(Hinh 14). Thiét 1ap hé toa d6 nhu hinh v&, hiy vé&
cac vecto don vi trén céc truc Ox, Oy, Oz va tim toa do
cac diém 4, B, C, S.

. Trong khong gian Oxyz, cho hinh chop S.ABCD
c¢6 ddy ABCD la hinh thoi canh bang 5, giao diém
hai duong chéo AC va BD tring véi gbe O. Céc
vecto 533, &:’, OS lan lugt cung huong voi 7
]’, k va04=0S=4 (Hinh 15). Tim toa d6 cac
vecto E, A—(f, AS va AM vé6i M 1a trung diém

cua canh SC.

. Mot chiéc xe dang kéo cing soi ddy cap 4B trong
cong trudng xdy dung, trén d6 da thiét 1ap hé
toa do Oxyz nhu Hinh 16 vo1 @6 dai don vi trén
cac truc toa do bé'mg 1 m. Tim toa dd cua vecto AB.

7. O mét san bay, vi tri cua may bay duoc xac dinh é
boi diém M trong khong gian Oxyz nhu Hinh 17. oM
Goi H 13 hinh chiéu vuéng gbéc cia M xubng i /W
mit phang (Oxy). o ;7 " B =
Cho biét OM =50, (i, OH) =64, (OH, OM) = 48°. ?/ N
Tim toa d6 cua diém M. H

X Hinh 17
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Bai 3. Biéu thuic toa dé

cua cac phép toan vecto

Tirkhod: Biéu thiic toa dd ciia vecto tong, vecto hiéu, vecto Ia tich cia mét sd va mot vecto;
Biéu thic toa dé ctia tich vo huéng.

Trong khéng gian Oxyz, c6 thé thuc hién cac phép toan z 9
vecto dua trén toa do ciia chiing tuong tu nhu da lam “/'
trong mat phang Oxy khong?

=(x; y;2),d =(x'; y'; 2')

a
a+ad =?

1. Biéu thirc toa dé clia téng, hiéu hai vecto va tich clia mét s6 véi mét vecto

,q Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto @ = (a,; a,; a;), b= (b,; b,; b,) va s6 m.
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—

a) Biéu dién timg vecto @ va b theo ba vecto i f, k.

—

b) Biéu dién cac vecto a+b, a—b, ma theo bavecto i, j, k, tir do suy ra toa do cua

cac vecto a+b, a—b, ma.

N
Tur zq , ta co:

Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto @ = (a,; a,; a;) va b = (by; by; by) va sb k.
Khi do:

cd+b = (a,+b;a,+by;a,+by);
cd-b= (a,—b;; a,— b,; a,— by);
e ka = (ka,; ka,; ka,).

Nhan xét: Cho hai vecto a = (a;; a,; a;) va b = (b,; by; by), b #0. Hai vecto a va b

a, = kb,
cung phuong khi va chi khi ton tai s6 k sao cho a, = kb,
a, = kb,.

Vidu 1. Trong khong gian Oxyz, cho ba vecto p =(3;-2; 1), § =(6;-4;2), ¥ =(2; 1, -3).
a) Tim toa d6 cta vecto ¢ =2p—3G +7.

b) Tim hai vecto cung phuong trong cac vecto da cho.



Giai
a)Taco: 2p =(6;-4;2),-3q =(-18;12;-6), ¥=(2; 1;-3).
Suyra ¢ =2p-3¢+7 =(-10;9;-7).
b) Tacdé2p =(6;—4;2)= g, suy ra hai vecto p, g cung phuong.

Do % # _Tz nén p, ¥ khong cung phuong. Twong tu, hai vecto ¢, 7 khong cing phuong.
Chti y: TUr nay tro di, cac bai tap lién quan dén toa do déu duoc xét trong khong gian Oxyz.
Ql Cho ba vecto @ = (2; -5; 3), b = 0;2;-1), ¢ =(1;7;2).
a) Tim toa d9 cua vecto d=4a _55 +3c.

b) Tim toa do cta vecto € =a —4b —2¢.

¢) Chirng minh @ cung phuong véi vecto m = (—6; 15; -9).

*"1 Mot thiét bi thim do day bién dang lin véi
van tbc v = (10; 8; —3) (Hinh 1). Cho biét
van toc cta dong hai luu ciia ving bién 1a
w =(3,5; 1;0).

a) Tim toa do cua vecto téng hai van téc v
va w.

b) Gia st thiét bi tham do lan voi van tde
U= (7; 2; 0), hdy néu nhan xét Vérvecto
van toc cua no so vl vecto van toc cua
dong hai luu.

Hinh 1

2. Biéu thirc toa dd cuta tich vé huéng

,C} Cho hai vecto @ = (a,; ay; a,) va b = (b,; by; by).
a) Biéu dién timg vecto @ va b theo ba vecto 4 ]’, k.
b) Tinh cac tich v6 hudng 72, fz, lp, 7], ]l?, ki
¢) Tinh tich v6 huéng a b theo toa do cua hai vecto @ va b.

)
Tu ,Oz , ta co:

Trong khong gian Oxyz, tich v hudng ctia hai vecto @ = (a; a,; a;) va b= (b,; by; by)
duoc xac dinh bdi cong thue

a.b =ab,+ab,+ab,.
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Nhan xét:
a) a 1bhe ab, +a,b, +ab, =0;
b) lal=/a’ +a; +a?;
a.b 3 a,b, + a,b, + a;b,
allol a2+ a2+ a2 o+ b7+ D2
Vidu 2. Cho ba vecto @ = (3;0; 1), b= (1;,-1;-2), ¢=(2; 1;-1).
a) Tinh i.b,b.C.
b) Tinh |@1,| b |, cos(a@,b).
¢) Cho d= (1; 7; =3). Chtirng minh dla.
Gidi
a)Tacd: @.b =3.1+0.(-1)+1.(-2)=1;
b2 =1.2+(-1).1+(=2).(-1)=3.
b) Ta ¢6: |al= /3> + 02 + 1> =/10; [l = 1? + (-1)* + (-2)* = /6.
G NS
alJsl Vo6 30

¢) Tacod d.a =1.3+7.0+(-3).1=0, suy ra dla.

¢) cos (@,b) = (G, b khac 0).

cos (Zi,l;)=

@2 Cho ba vecto m=(-5;4;9), n =(2;-7;0), p =(6; 3; -4).
a) Tinh m.n, m.p.
b) Tinh |m |,| 7|, cos (m, n).
¢) Cho ¢ =(1;-2; 0). Vecto g ¢ vudng goc véi
p khong?

&2 Mot thiét bi tham do d4y bién (Hinh 2) duoc day
bdi1 mot luc ]72 (5; 4; -2) (don vi: N) giup thiét bi
thuc hién d6 doi a = (70; 20; —40) (don vi: m).
Tinh cong sinh boi luc f

Hinh 2

3. Van dung

Xac dinh toa d6 chia vecto khi biét toa dd diém dau va diém cudi

'Q Cho hai_(’iiém Ax ;5 v, z,), Bxg vy zp). T biéu thirc AB = bﬁ—@, tim toa do cua
vecto AB theo toa d0 hai diém A4, B.

¥ Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(x,; y,; z,), B(x; vy; z,). Ta co:

AB= (x5~ X3 V5= V45 25— Z4)-
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Nhan xét: AB =|4B=J(x,~x,) + (v, -,V +(z, -2,)’.
Vi du 3. Cho ba diém A(2; 0; 2), B(1; 2; 3), C(2; 1; 2).
a) Tim toa do cua cac vecto E, E, CA.
b) Tinh cac d¢ dai 4B, BC, CA.
Gidi
a)Tacd: AB =(1-2;2-0;3-2)=(-1;2; 1);
BC=(2-1;1-2;2-3)=(1;-1;-1);
CA=(2-2,0-1;2-2)=(0;—1;0).

b) Ta cb: 4B =|4B| = (-1)* + 22 +1* = J6;
BC=|BCl= 2+ (1) +(-1)? =/3;
cA=|cil=J0* + (1> + 0% =1.

@3 Cho ba diém M(7; —2; 0), N(-9; 0; 4), P(0; —6; 5).

a) Tim toa do cua cac vecto W, TP, MP.
b) Tinh cac d6 dai MN, NP, MP.

Toa d6 trung diém cta doan thing va trong tam ctia tam giac

O Cho tam gidac ABC c6 A(x; v 2,), B(xg; vg 25), C(x5 s z0). Goi M(x,; v, z,,) 12
trung diém cta doan thang 4B va G(xg; Ye; zg) la trong tdm cua tam gidc ABC.

Str dung céc hé thirc vecto OM = 3 (@ + OTé); 0G = 5 (ﬁ +OB+ &*’) , tim toa do cua

cac diem M va G.

Trong khong gian Oxyz:
« Cho hai diém A(x ;¥4 2,), B(xg; vy z). Toa d0 trung diém M cta doan théng AB la:

M Xy TXg YVyTVpg Z,12g .
» ey
* Cho tam gidc ABC ¢ A(x,; y,; z,), B(xXp; vis 2), C(xs; ve; zo). Toa do trong tdm G cia
tam giac ABC la:
G(XA+XB+XC. VitVstVe zA+zB+zC)
3 ’ 3 ’ 3 ’

Vidu 4. Cho tam giac ABC c6 A(1; -1; 1), B(0; 1; 2), C(1; 0; 1). Tim toa do:
a) Trung diém M cua AB;
b) Trong tam G cua tam giac ABC.

61



Gidi
a) Toa d6 trung diém M cua doan thing 4B 1a

p[ 140, Ll 12 (10 3)
27 2 72 2" 72

b) Toa do trong tam G cua tam giac ABC la

G(1+0+1; —1+1+0; 1+§+1] hay GG;O; %)

3 3

Ql‘ Cho tam giac MNP c6 M(2; 1; 3), N(1; 2; 3), P(=3; —1; 0). Tim toa do:

%)

a) Cac diém M', N, P’ lan luot 1a trung diém cua cac canh NP, MP, MN;
b) Trong tdm G cua tam giac M'N'P".

Cho hinh chop S.ABC ¢6 SA L (ABC), SA =a
va day ABC 1a tam giac déu canh a, O 1a
trung diém cua BC. Bang cach thiét 1ap hé toa do
nhu hinh v€, hdy tim toa do:

a) Cac diém 4, S, B, C;

b) Trung diém M cua SB va trung diém N
cua SC;

¢) Trong tdm G cua tam giac SBC. Hinh 3

Ta c6 thé van dung cac biéu thic toa d6 ciia cac phép toan vecto trong giai toan hinh hoc
hodc trong mot s van dé thuc té.
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Vidu 5. Cho tam giac ABC c6 A(7; 3; 3), B(1; 2; 4), C(2; 3; 5).
a) Tim toa d6 diém H 13 chan duong cao ké tir A ciia tam giac ABC.
b) Tim d¢ dai canh AB va AC.
¢) Tinh goc A.
Gidi
a)Tacéd BC =(1; 1; 1).
Goi H(x; y; z) 1a chan duong cao cua tam giac ABC ké tur A.
Suyra BH = (x—1;y—2;z—4).
ﬁicfmgphuongvdi FC, dodox—1=t;y-2=t,z—4=t,suyraH(1+ 2+t 4+1).
Tacé AH = (=X yyu—vyszy—z,)=@—6;t—1;¢t+1).
AH 1 BC AH BC=0 < t—6+t—1+i+1=0c31=6<1=2,

Suy ra H(3; 4; 6).



@

b) Ta co AB = (—6; —1; 1);R =(-5;0; 2), suy ra
AB=J(C6) + (C1P + I =/38; AC=1/(-5) + 0* + 2* =29,

AB.AC 30+0+2 32

AB.AC 3829 . [38.29°
Vi du 6. Mot chau cay dugc dat trén mot gia do co
bdn chan véi diém dat S(0; 0; 20) va cac diém cham

C) cos A= suy ra A~ 15,43°.

mit dét ctia bon chan 1an luot 1a 4(20; 0; 0), B(0; 20; 0), S -

C(-20; 0; 0), D(0; —20; 0) (don vi cm). Cho biét F, = 1

trong lyc tdc dung 1€n chau cay c6 4o 16n 40 N F ’ C

va dugc phan bé thanh bén luc F, F,, F,, F, ¢6 D ) B
do 1on b?mg nhau nhu Hinh 4. Tim toa d0 cua cac luc /

noi trén (mdi centimét biéu didn 1 N). ' N

Gidi
Ta giac ABCD c6 hai dudng chéo bang nhau va vudng goc voi nhau tai trung diém
ctia moi duong nén 1a hinh vudng.
Taco SA = (20; 0; —20), SB = (0; 20; —20), SC = (-20; 0; —20), SD = (0; —20; —20),
suyraS4 =8SB=SC=SD = 20+/2 . Do d6 S.ABCD 1a hinh chop tir giac déu.
Cac vecto F,, F;, 1‘7;, I‘TZ c6 diém dau tai S va
diém cudilan luotla 4', B', C', D'
Tacd SA'=SB'=SC' = SD' nén S.A'B'C'D’ ciing la
hinh chép tir gidc déu.
Goi Fla trong lyc tdc dung Ién chau cay va O' 1a
tam cta hinh vuéng 4'B'C'D’. Ta co: D
F=F +F, +F, +F, =SA +SB' +SC"+SD’' = 450'.

Ta co |F|= 40, suy ra IsO'| = sO' = 10.
Do tam gidc SO'A’ vudng can nén S4' = SO'V2 =102 = %SA,

suy ra fl =g=%ﬂ =(10; 0; —-10).

Chung minh tuong tu, ta cling co:
F, :%ﬁ = (0; 10; -10), F, = %E = (~10; 0;-10), F, = %@ = (0; -10; —10).
Cho tam gidc MNP c6 M(0; 1; 2), N(5; 9; 3), P(7; 8; 2).
a) Tim toa do diém K 1a chan dudng cao ké tir M ctia tam giac MNP.
b) Tim d6 dai canh MN va MP.
c) Tinh géc M.
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@"4 Trén phan mém moé phong viéc dicu khién drone

BAI TAP

1.

. Cho hai vecto a = (0; 1; 3) va b = (=2; 3; 1). Tim toa dg cua vecto 2b —

. Tinh cong sinh bdi lyc F= (20; 30; —10) (don vi: N) tao

giao hang trong khong gian Oxyz, mot doi gdm ba
drone giao hang 4, B, C dang co toa do 1a A(1; 1; 1),
B(5;7;9), C(9; 11 ; 4). Tinh:

a) Cac khoang cach giita mdi cap drone giao hang.

b) Géc BAC.

Tinh:
a) a.b véi d =(5,2;—4), b =(4;-2;2).
b) ¢.d véi & =(2;-3;4), d = (6;5;-3).

d.

N | W

. Cho ba diém A(2; 1; 1), B(3; 2; 0) va C(2; —1; 3).

a) Chirg minh rang 4, B, C 14 ba dinh ctia mot tam giac. Tinh chu vi tam giac 4BC.
b) Tim toa do trung diém cua cac canh cua tam giac ABC.

¢) Tim toa dg trong tam G cua tam giac ABC.

. Cho diém M(1; 2; 3). Hay tim toa d cua cac diém:

a) M, M,, M, 1an huot 13 hinh chiéu vudng goc ciia M trén cic mét phang toa d6 (Oxy), (Oyz), (Oxz).
b) M', M", M""" 1an luot 1a diém dbi xtmg cua M qua O, mit phang (Oxy) va truc Oy.

. Cho ba diém A(3; 3; 3), B(1; 1; 2) va C(5; 3; 1).

a) Tim diém M trén truc Oy cach déu hai diém B, C.
b) Tim diém N trén mat phing (Oxy) cach déu ba diém 4, B, C.

. Cho céc diém A(-1;-1; 0), B(0; 3;-1), C(-1; 14; 0), D(-3; 6; 2).

Chimg minh rang ABCD 13 hinh thang.

. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D' ¢6 A(1; 0; 1), B(2; 1; 2), e

D(1;-1; 1), C'(4; 5;-5). Tim toa d6 cac dinh con lai cua F
hinh hop.

bd1 mot drone giao hang (Hinh 7) khi thyce hién mot do
dich chuyén d= (150; 200; 100) (don vi: m).

Hinh 7
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BAI TAP CUOI CHUONG I

CAU HOI TRAC NGHIEM

Chon phuwong an dung.

1. Cho diém Mt?loé min OM =27 + j
Toa do cua diém M la
A. M(0; 2; 1).
C.M(2;0; 1).

B. M(1; 2; 0).
D. M(2; 1; 0).

2. Cho hai diém A(-1; 2; -3) va B(2; —1; 0).
Toa do cua vecto AB l1a
A. AB=(1;-1;1). B. AB=(3;3;-3).

C. AB=(1;1;-3). D. 4AB=(3;-3;3).

3. Cho hai diém AQ3; -2; 3) va B(-1; 2; 5).
Toa d6 trung diém I cta doan théng ABla
A I(-2;2; 1). B. I(1; 0; 4).
C. 1(2; 0; 8). D. 1(2; -2;-1).

4. Cho ba diém A(1;3;5), B(2; 0; 1), C(0;9; 0).
Toa d6 trong tdm G cua tam giac ABC la
A. G(3; 12; 6). B. G(1; 5; 2).
C. G(1; 05 5). D. G(1; 4; 2).

5. Cho A(1; 2; -1), B(2; 1; =3), C(-3; 5; 1).

Diém D sao cho ABCD la hinh binh hanh
co toa do la

A. D(—4; 6; 3).
C. D(-2; 8; -3).

B. D(-2; 2; 5).
D. D(-4; 6; -5).

6. Goi a la goc gitra hai vecto . = (0; —1; 0)
va v =(/3;1; 0). Gid tri cia o 12

A.oczz. B.OLZE.
6 3
2

C.a=2Z. D.o= "l
3 2

7. Cho A(2; —1; 1), B(-1; 3; 1), C(5; -3; 4).
Tich v6 hudng AB.BC ¢b gia trila
A. 48. B. —48.

C. 52. D. -52.
8. Cho hai diém A(-1; 2; 3), B = (1; 0; 2).

Toa do diém M thoa mén AB=2MA 1a
A. M(—2; 3; Zj B. M(—2; -3; zj
2 2

C. M(2;3;7). D. M(—4; 6; 7).

BAITAP TU LUAN
9. Trong khong gian Oxyz, cho hinh hop
chit nhat OABC.O'A'B'C' nhu Hinh 1, biét
SO S
a) Tim toa do céac dinh con lai ctia hinh hop.
b) Tinh d¢ dai duong chéo OB’ ctia hinh hop
chir nhat do.

Hinh 1
10. Tim toa d¢ cua diém P dugc bicu dién
trong Hinh 2 va tinh khoang cach OP.
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11. Cho u = (2; -5; 3), v = (0; 2; -1),
w = (1; 7; 2). Tim toa d6 cua vecto
a=u-—4v-2w.

12. Cho ba diém 4(0; 1; 2), B(1; 2; 3),
C(1; =2; =5). Goi M la di€ém nam trén
doan thang BC sao cho MB = 3MC.
Tinh d¢ dai doan thang AM.

13. Cho hai vecto # va v tao vGi nhau goc 60°.
Biét rang |iil =2 va [¥| = 4. Tinh @ + V.

14. Cho hai diém A(1; 2; —1), B(0; —2; 3).

a) Tinh d dai duong cao AH ha tir dinh 4
ctia tam giac OAB véi O 1a gbc toa do.
b) Tinh dién tich tam gidc OA4B.

15. Cho biét may bay 4 dang bay véi vecto
van toc @ = (300; 200; 400) (don vi: km/h).
May bay B bay cing huéng va c6 toc do
gap ba lan toc d6 cuia may bay 4.

a) Tim toa do vecto van toc b cla may bay B.

b) Tinh téc d6 cia may bay B.

Hinh 3
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16. Cho biét bon doan thang ndi tir mot dinh
cua ttr dién dén trong tam mat dbi dién ludn
cit nhau tai mot diém goi 1a trong tdm ciia
tr dién do.

Mot phan tor metan CH, duoc ciu tao bai
bdn nguyén tir hydrogen & cac dinh cua
mdt tir dién déu va mot nguyén tur carbon ¢
trong tdm cua tr di¢n.

Géc lién két 1a goc tao bai lién két H-C—H
1a goc gitra cac duong ndi nguyén tir carbon
v6i hai trong sb cac nguyén tir hydrogen.
Ching minh rang goéc lién két nay gan
bang 109,5°.

Hinh 4
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Phdn| THONG KE VA XAC sU

CAC SO/PAC TRUNG DO!
Chuong llI TAN CHO MAU

" GHEP.NHOM

Khi phan tich cac dit liéu thong ké, bén canh viéc xac dinh cacsé do xu thé trung tam nhu so trung binh, cac ti phan vi va
mét cia mau so liéu, nguoi ta ciing quan tam dén cac s6 do miic d6 phan tan. Trong thuc té, cac so do mirc 6 phan tan
thudng c6 lién hé véi sai sd ctia phép do hay miic dd rai ro trong dau tu tai chinh.

>\
=

Trong chuong nay, chiing ta sé tim hiéu cach xac dinh, y nghia va vai trd cia cac sé dac trung do miic dé phan tan
ctia mau s6 liéu ghép nhom.

Hoc xong chuong nay, ban co thé:

- Tinh dugc cac s6 dac trung do muc d6 phan tan cho mau s6 liéu ghép nhém: khoang
bién thién, khodng ti phan vi, phuong sai, d6 léch chuan.

- Giai thich dugc y nghia va vai tro clia cac sé dac trung ndi trén clia mau sé liéu trong
thuc tién.

- Chira dugc nhiing két luan nh&'y nghia clia cac s6 dac trung ndi trén clia mau sé liéu trong
truong hop don gian.

- Nhan biét dugc maéi lién hé gilta théng ké vai nhiing kién thiic ctia cdc mon hoc khéac trong
Chuong trinh I6p 12 va trong thuc tién. y
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Bai 1. Khoang bién thién
va khoang ti phan vi
cGia mau so liéu ghép nhém

Tur khoa: Khoang bién thién; Khoang tit phan vi.

@ Biéu do dudi day thong ké thei gian tap thé duc budi sang méi ngay trong thang 9/2022
ctia bac Binh va bacAn.

Ai la ngui c6 thai gian tap déu hon?

S6 »  Thoi gian tap thé duc budi sing

ngay
30
25
20
15 m Bac Binh
10 E Bac An
5 2
0 e 0 p
Thoi gian
[15;20) [20;25) [25;30) [30;35) [35;40) (phl%t)

1. Khodng bién thién

,@ Bang sau théng ké can ning cua 50 qua xoai Thanh Ca duogc lwa chon ngiu nhién sau
khi thu hoach & mdt ndng truong.

Canning (g) | [250;290) | [290; 330) | [330; 370) | [370; 410) | [410; 450)

S6 qua xoai 3 13 18 11 5

C6 y kién cho rang: “Trong 50 qué xoai trén, hiéu sd can nang ciia hai qua bat ki khong
vuot qua 200 g”. Y kién d6 dung hay sai? Giai thich.

Gia tri 200 & trén chinh 1a hi¢u s6 gitta 450 va 250. Ta no6i 200 1a khoang bién thién cta
mau sb lidu ghép nhom.

Tong quat, ta c6 dinh nghia sau:
= o A . . x “ . . Z . A .
Khodng bién thién, ki hiéu R, cia mau so liéu ghép nhom Ia hi¢u s6 gifta dau mut phai
cua nhom cudi cung va dau mut trai cuia nhom dau tién c6 chira dir li€u cia mau so liéu.
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Chuy:
— Xét méu sb liéu ghép nhoém duoge cho & bang sau:

Bang 1
Nhom [ul; uz) [uz; u3) [uk; U 1)
Té\ll’l Sé n, n, cee n

Néu n, va n, ., ciing khac 0 thi R =u; . | — u,.

— Khoang bién thién ctia mau sd liéu ghép nhom ludn 16n hon hodc bang khoang
bién thién ctia mau sb liéu gdc.

Vidu 1. Co Ha thong ké lai dudng kinh than gb cia mot s6 cay xoan dao 6 nam tudi dugc
trong & mot 1am trudng & bang sau.
[40; 45)

Tan sO 5

[45;50) | [50;55) | [55;60) | [60;65)
20 18 7 3

Puong kinh (cm)

Hay tim khoang bién thién ctia mau s liéu ghép nhom trén.
Gidi
Khoang bién thién ctia mau sb liéu ghép nhém trén 1a
65 — 40 =25 (cm).
Y nghia cia khoang bién thién ctia mau sé liéu ghép nhém

— Khoang bién thién ciia mau s liéu ghép nhom 1a gia tri xap xi khoang bién thién ciia
mau s lidu gbc va co thé dung dé do murc do phan tan ctia mau s lidu.
— Khoang bién thién R = u;, . , — u, chua phan anh dugc day du mirc 46 phan tan cta phan 16n
céc sb liéu. Hon nira, gia tri cua R thuong tang vot khi xudt hién gia tri ngoai 1¢ trong mau sb liéu.
Do d6, dé phan anh mirc 46 phén tan cta s6 liéu, ngudi ta con dung cac sé dic trung khac.

Vi du 2. Sir dung dit liéu & biéu @6 trong (»), chon s thich hop thay vao cac vi tri duogc

danh diu ? ¢ bang sau:

Thoi gian

15; 20 20; 25 25; 30 30; 35 35; 40
" [15:20) | [20;25) | [25:30) | [30:35) | [35;40)
Bac Binh ? 12 8 3 2
Bac An ? ? ? ? ?

Hay tim khoang bién thién cia mau sd liéu ghép nhom vé thoi gian tap thé duc budi sang
mdi ngay ctia bac Binh va bac An.

Gidi
Ta c6 bang sau:
Thoi Egian [15: 20) [20; 25) [25; 30) [30; 35) [35; 40)
(phut)
Bac Binh 5 12 8 3 .
Bé4c An 0 25 5 0 0

Khoéng bién thién ctia mau s6 liéu ghép nhom vé thoi gian tap thé duc budi sang cia
bac Binh 1a 40 — 15 = 25 (phut).

69




Tuy nhién, trong mau so liéu ghép nhom vé thoi gian tap thé duc budi sang cuia bac An,
khoang dau tién chira dit liéu 1a [20; 25) va khoang cubi ciing chua di liéu 1a [25; 30).

Do d6 khoang bién thién ctia mau s6 liéu ghép nhom vé thoi gian tap thé duc budi sang
cua bac An 1a 30 — 20 = 10 (phut).

@1 Ban Trang théng ké lai chiéu cao (don vi: cm) cta cac ban hoc sinh nit 16p 12C va lop 12D

O bang sau.
Chiéu cao
(cm) [155; 160)|[160; 165) [165; 170)|[170; 175)|[175; 180)|[180; 185)
Lop
12C 2 7 12 3 0 1
12D 5 9 8 2 I 0

Néu so sanh theo khoang bién thién thi chiéu cao cua hoc sinh 16p nao c6 do phéan tan

16n hon?

2. Khodng t& phan vi

'Q Két qua diéu tra tong thu nhap trong nim 2022 ctia mot sé ho gia dinh trong mot dia phuwong
duoc ghi lai ¢ bang sau:

To6ng thu nhap

_— 200; 2 250; ; 4 400; 4
(tricu ddng) [200; 250) | [250; 300) | [300; 350) | [350; 400) | [400; 450)
S6 ho gia dinh 24 62 34 21 9

a) Hay tim céc tir phan vi O, va QO;.

b) Mot doanh nghiép dia phuong muén hudng dich vu ciia minh dén cac gia dinh c6
murc thu nhap & tAm trung, tic 1a 50% cac ho gia dinh ¢6 mirc thu nhap & chinh giira so

vOi tat ca cac ho gia dinh cta dia phuong. Hoi doanh nghiép can hudéng dén cac gia dinh

c6 muc thu nhap trong khoang nao?

T phan vi thit &, ki higu 1a Q,, véi k= 1, 2, 3 ciia miu s6 liéu ghép nhom (Bang 1) dugc

xac dinh nhu sau:

O, =u,+

trong do:

kn_c
4

n

m

en=n+n,+..+n1acdmauy

(um+l - um )’

e [u ;u, . ,)lanhom chtra tor phan vi tht k;

e 1, 1a tan sO cua nhom chira tr phéan vi th £;

eC=n+n,+..+n, ,.
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Khoang tr phan vi ciia mau sb liéu ghép nhom ciing duoc xac dinh duva trén ti phan vi
thtr nhét va t phan vi tht ba nhu d6i véi mau s6 liéu khong ghép nhom.
¥ Khoang t phan vi ctia mau sé liéu ghép nhom cho & Bang 1, ki hiéu Ay, la hi€u gitra
t phan vi thir ba O, va t phan vi thir nhit O, ciia mau s liéu ghép nhom do, tic 1a

AQ= 0;-0,.

Vi du 3. Hay tim khoang t phan vi ctia mau s liéu ghép nhom trong Q.
Gidi

C& mau n = 50.
Goi x,; X,; ...; Xg, 1a miu s6 lidu gdc gom can ning cua 50 qua xoai duoc xép theo thir tr
khong giam.
Ta co: x, x,, x; € [250; 290); x,, ..., x,, € [290; 330); x,;, ..., x5, € [330; 370);
Xyss «ey X5 € [370;5 410); X, ..., X5, € [410; 450).
Tir phan vi thir nhat ciia mau s6 liéu gdc 1a x,; € [290; 330). Do do, tir phan vi thir nhat
cta mau so liéu ghép nhom la

50,

4 4150

0, =290 + /(330-290) = =,

T phan vi thi ba ciia mau s lidu gbc 1a x,, € [370; 410). Do d6, ti phan vi thi ba ciia
mau s liéu ghép nhom la

ﬂ—(3+13+18) 4210
0,=370+ —4 .(410-370)= 22—
11 11
Vay khoang tir phan vi ctia mau s6 liéu ghép nhom la

4210 4150 _ 9080
A,= - -—
11 13 143

Y nghia cta khoang ti phan vi cia mau sé liéu ghép nhém

— Khoang tr phan vi ctia miu s6 liéu ghép nhom 1a gia tri x4p xi cho khoang t& phan vi cta
mau s6 liéu goc va c6 thé dung dé do mirc 6 phan tan cua nira gilta cia mau s6 liéu (tap hop
gom 50% s6 liéu nam chinh giita mau s6 liéu).
— Khoang ttr phan vi ctia mau s liéu ghép nhom cang nho thi dit liéu cang tap trung
xung quanh trung vi.
— Khoang t&r phan vi duoc ding dé xac dinh gia tri ngoai 18 trong méu sb liéu. Gia tri x trong
mau sb liéu 1a gia tri ngoai 1€ néu x> O, + 1,5A, hodc x < 0, — 1,5A,,.
— Khoang tr phan vi ctia miu so liéu ghép nhom khéng bi anh hudng nhiéu béi cac gia tri
ngoai 1¢ trong mau s6 liéu.

@2 Hay so sanh khoang t&r phan vi ciia mau s liéu ghép nhém vé thoi gian tap thé duc

) —

budi séng moi ngdy cuia bac Binh va bac An trong (»).
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Vi du 4. Hang ngay ong Thing déu di xe buyt tir nha dén co quan. Dudi day 1a bang thong ké
thoi gian ctia 100 1an ong Thing di xe buyt tir nha dén co quan.

Thoi gian (phat) | [15;18) | [18;21) | [21;24) | [24;27) | [27;30) | [30;33)

S6 luot 22 38 27 8 4 1

a) Hay tim khoang t&r phan vi ciia mau s liéu ghép nhom trén.
b) Biét rang trong 100 lan di trén, chi c6 dung mot 1an 6ng Thang di hét hon 29 phut. Thoi
gian cua 1an di d6 c¢6 phai 1a gia tri ngoai 16 khong?
Gidi

a) Co mau n = 100.
Goi X, X,; ...; X, 1 mau s lidu gbc gom thoi gian 100 1an di xe buyt ctia 6ng Thang.
Taco:x,, ..., xy € [15;18); X5, ..., Xy € [18;521); x5 - . ., Xg; € [21;24); X, .. ., Xo5 € [24; 27);
Xogs +++» Xgg € [27; 30); x40 € [30; 33).
T phan vi thi nhét cia miu s liéu gbc 1a %(x25 + x,,) € [18; 21). Do do, tir phéan vi
thir nhat cia mau sb liéu ghép nhom 1a
- . (21-18)= @

38 38
Tt phan vi thtt ba ctia mau s6 lidu gdcla % (x,5 + x,) € [21; 24). Do d6, tir phan vi thir ba

cua mau so liéu ghép nhoém la

3'100—(22+38) 68
=21+ .(24-21)= —.
0, > ( ) 5
Viy khoang t& phan vi ctia mau s6 liéu ghép nhom 1a
68 693 505
Ayg=———="".
3 38 114
b) Trong lan duy nhat 6ng Thang di hét hon 29 phut, thoi gian di cta 6ng thude nhom [30; 33).
6683

<30 nén thoi gian cua 1an 6ng Thing di hét hon 29 phut 14 gid tri

Vig,+1,58,= —

ngoai I¢ cua mau so6 li¢u ghép nhom.

% a) Hay tim khoang bién thién va khoang tr phan vi ctia mau s6 liéu ghép nhom & Vi du 4

72

sau khi di loai bo céc gi tri ngoai 16. Em c6 nhan xét gi vé khoang bién thién, khoang
t& phan vi vira tim duoc va khoang bién thién, khoang tir phan vi ban dau?

b) Hay so sanh d6 phan tan ctia nira giita hai mau so liéu chiéu cao ctia cac hoc sinh nit
16p 12Cva 12D & T .



Gia sur két qua khao sat hai khu vuc 4 va B vé d6 tudi két hon cua mot sb phu nir
vura 1ap gia dinh dugc cho ¢ bang sau:

Tudi két hon [19;22) | [22;25) | [25;28) | [28;31) | [31;34)
S6 phu nir khu vuc 4 10 27 31 25 7
S6 phu nit khu vuc B 47 40 11 2 0

a) Hay tim khoang bién thién va khoang tt phan vi cta tirng mau s6 liéu ghép nhom tng
voi mbi khu vue 4 va B.

b) Néu so sanh theo khoang ttr phan vi thi phu nir & khu vuc nao c6 do tudi két hon
ddng déu hon?

BAI TAP

1. Bang sau thong ké tong lwong mua (don vi: mm) do duoc vao thang 7 tir ndm 2002 dén 2021
tai mot tram quan trac dat & Ca Mau.

3414 | 187,1 | 242,2 | 522,9 | 251,4 | 432,2 | 200,7 | 388,6 | 258,4 | 288,5

298,1 | 413,5 | 413.,5 332 421 475 400 305 520 147

(Nguon: Tong cuc Thong ké)
a) Hay tim khoang bién thién, khoang tir phan vi ctia mau sd lidu trén.
b) Hay chia miu s6 liéu trén thanh 4 nhoém v&i nhom dau tién 1a [140; 240) va lap bang
tan s6 ghép nhom.
¢) Hiy tim khoang bién thién, khoang t phan vi ctia miu s6 liéu ghép nhém va so sanh véi
két qua twong mg thu duoc & ciu a).

2. Biéu do dudi day biéu dién sd luot khach hang dit ban qua hinh thuc truc tuyén mdi ngay
trong quy III nam 2022 ctia mot nha hang. Cot thir nhat biéu dién s6 ngay c6 tir 1 dén dudi
6 luot dat ban; cot thir hai biéu dién s6 ngay co tir 6 dén dudi 11 luot dit ban; ...

Sé ngay A S6 lwgt khach hang d:it ban truc tuyén
Ny = BT E . BEEEE y
30 — = ]

25
20
15
10

1 6 11 16 21 26 86 luot dit ban

Hay tim khoang tit phan vi ctia mau s6 liéu ghép nhém cho boi biéu do trén.
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3. Két qua do chiéu cao cta 100 ciy keo 3 nam tudi tai mot nong truong dugc cho & bang sau:

Chidu cao (m) [8,4:8,6) | [8,6;8.8) | [8,8;9,0) | [9,0;9,2) | [9,2;9.4)

S6 cay 5 12 25 44 14

a) Hay tim khoang bién thién va khoang tr phan vi ctia mau sé liéu ghép nhom trén.
b) Trong 100 cdy keo trén c6 1 cdy cao 8,4 m. Hoi chiéu cao cua cdy keo ndy c6 phai la
gia tri ngoai 1¢ khong?
4. Bang tan s6 ghép nhom dudi day thé hién két qua diéu tra vé tudi tho trung binh ctia nam gidi
va nir gidi ¢ 50 qudc gia.

Gié6i tinh Nam NG
Nhom (Tubi tho)

[50; 55) 4 3
[55; 60) 7 4
[60; 65) 4 5
[65; 70) 6 3
[70; 75) 15 7
[75; 80) 12 14
[80; 85) 2 13
[85; 90) 0 1

a) Hay tinh cac khoang tir phan vi ctia tudi tho trung binh ctia nam giGi va nit gidi trong
mau sd liéu ghép nhom trén.

b) Hay cho biét tudi tho trung binh ctia nam gi6i hay nit giéi trong mau s6 liéu ghép nhom
trén dong déu hon.
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Bai 2. Phuong sai va dd léch chuan
ctla mau so liéu ghép nhém

Tir khoa: Phuong sai; Do léch chuan.

®

S0 hoc sinh A

N W R L YN 0 O

S -

Chiéu cao ciia hoc sinh nir 16p 12

H

160 164 168 172 176 180  Chidu cao (cm)

(6 thé tinh phuong sai va dd léch chuan ctia s liéu & biéu d6 trén khong?

,@ a) Trong biéu d6 & (»), cot thir nhét biéu dién sb lwong hoc sinh ¢6 chiéu cao tir 160 cm
dén dudi 164 cm; cot thi hai biéu dién s6 lugng hoc sinh cé chiéu cao tir 164 cm dén
dudi 168 cm, ... .

Hay lap bang tan s6 ghép nhém cho mau so liéu & @, xac dinh gié tri dai dién cua moi
nhém va tinh s6 trung binh cia mau so6 li¢u ghép nhom.

b) Xét mau so li€u mdi1 gom cac gia tri dai dién ctia cdc nhom, tan s6 cia moi gia tri
dai dién bang tan s6 cua nhom tuong ung. Hay tinh phuong sai va d¢ 1éch chuan cua
mau so liéu moi.

Khi biéu dién mau s6 li€u lién tuc boi biéu do tan so c6 dang cot, cac cdt thuong dugc vé ké
nhau. Ta quy udc: cot c6 dau mut trai la @ va c6 dau mat phai 1a b trén truc hoanh bi€u dién

L o 1
cho tan so cia nhém [a; b). Gia tri dai di€n cia nhom [a; b) 1a ¢ = o1 (a+Db).

Tuong ty cach tinh s6 trung binh, phuong sai va d6 léch chuan cua mau s6 liéu ghép nhom
c6 thé duoc xac dinh thong qua gia tri dai dién va tan s6 ctia mdi nhom.

Xét mau s liéu ghép nhém cho boi bang sau:

Nhom [u,; uy) [u,y; u3) [ug u, ., ))
Gia tri dai dién c, c, c,
Tan s6 n, n, n,
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*  Phwong sai ciia mau s6 liéu ghép nhom, ki hiéu $%, dugc tinh boi cong thire
1
2 —\2 —\2 =2
S° = ;[nl(c1 -X) +n(c,=X) +...+n.(c, —X) ],
trong d6: n=n, + n, + ... + n, 1a c& mau;
_ 1 . A )
X =—(nyc, +n,c,+ ... +n,c)laso trung binh.
n
D¢ léch chudn cia mau s6 liéu ghép nhom, ki hiéu S, 13 cin bac hai sé hoc cua
phuong sai.
Chuay:
a) Phuong sai ctia mau sb liéu ghép nhom c6 thé duoc tinh theo cong thirc sau:

1
2 2 2 2 =2
S :—(nlc1 +n,c; +...+nc )—x .
n
b) Trong thong ké, ngudi ta con dung dai luong sau dé do mirc dd phan tan ctia mau
s0 li¢u ghép nhém:

5 =L1[nl(c1 —-X)’ +n,(c,-X) +...+n,(c, —)?)2].
n_

Vidu 1. Can ning ctia mot sd qua mit trong mot khu vuon duoc thong ké ¢ bang sau:

Can nang (kg) [4; 6) [6; 8) [8; 10) [10; 12) [12; 14)

S6 qua mit 6 12 19 9 4

Hay tinh phuong sai va do 1éch chuin ctia miu s6 liéu ghép nhém trén. (Két qua cac
phép tinh 1am tron dén hang phan tram.)

Gidi

Ta co bang thong ké can nang cua cac qua mit theo gia tri dai dién:

Can nang dai di¢n (kg) 5 g/ 9 11 13

TAn sb 6 12 19 9 4

Comaun=6+12+19+9+4=50.
S trung binh cia mau s6 lidu ghép nhom 1a
S+12.7+19. d1+4.1
¥:65+ 7+ 9509+9 + 3=8,72.

Phuong sai ctia mau s6 liéu ghép nhom 1a

1
§'= 5 (6.5 +12.7+19.9°+9. 117 +4.13) - 8,72 ~ 480,

Do léch chuan ctia mau s6 liéu ghép nhom la
S~ 4,80 ~2,19.
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Vi du 2. Thong ké tong s6 gid nang trong thang 9 tai mot tram quan tric dat & Ca Mau
trong cac nam tir 2002 dén 2021 duogc théng ké nhu sau:

11,6 1349 130,3 1342 140,9 1093 1544 156,3 116,1 96,7

105,2 80,8 80,8 110 109 139 145 161 126 114
(Nguon: Tong cuc Thong ké)
a) Hay tinh phuong sai va do 1éch chuan ctia mau sd liéu trén.

b) Hay 1ap bang tan sé ghép nhom véi nhém dau tién 1a [80; 98) va d6 dai mdi nhom
bang 18. Tinh phuong sai, d6 1éch chuin cta mau s6 liéu ghép nhom.

¢) Hay tinh sai s0 tuong doi ciia do I¢ch chuan ctia mau so6 li¢u ghép nhém so véi do Iéch
chuan cua mau s6 li¢u goc.

(Két qua cac phép tinh 1am tron dén hang phan nghin.)

Giai
a) C& mau 1a n = 20.
S6 trung binh ctia mau s liéu trén 1a
 111,6+134,9+ ... +114
% = = 122,755.

20

Phuong sai cia miu s lidu trén 1a
1
S} =25 (11,6 + 1349 + ..+ 114) - 122,755° » 515453,
Do 1éch chuén ctia miu sb liéu trén 1a

S, = /515,453 = 22,704.

b) Ta c6 bang sau:

S6 gio ning [80;98) | [98;116) | [116;134) | [134;152) | [152; 170)
Gi4 tri dai dién 89 107 125 143 161
S6 nam 3 6 3 5 3

S6 trung binh ctia méu sb liéu ghép nhom 1a
i 3.89+6.107+3.125+5.143+3.161
| =
20

Phuong sai ctia mau s6 liéu ghép nhom la

=124,1.

1
Sz2 = 2—0(3 897+ 6.107°+3.125°+5.143% + 3.161%) — 124,1* = 566,19.
Do 1éch chuin ctua mau s lidu ghép nhom 1a

S,=+/566,19 ~23,795.
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¢) Sai s6 twong ddi ctia do 1éch chuan cua mau sé lidéu ghép nhom so vai d6 1éch chuan
ctiia mau so liéu goc 1a
S, =8| [23,795-22,704]
S 22,704

-100% =~ 4,805%.

Y nghia ctia phuong sai va dé léch chuan cia mau sé liéu ghép nhém
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— Phurong sai ctia mau s6 liéu ghép nhom 14 gia tri xap xi cho phuong sai ctia mau s liéu goc.
D6 1éch chuan ctia mau so6 licu ghép nhom ciing 13 gia tri xap xi cho do 1éch chuan cia mau
s0 liéu goc. Chung duoc dung d€ do murc d6 phan tan cia mau s6 liéu ghép nhom. Phuong sai
va d¢ 1éch chuan cang 16n thi dit liéu cang phan tan.
— Do léch chuan c6 cung don vi voi don vi cia mau so lidu.
Vi du 3. Thay Tuan thong ké lai diém trung binh cuoi nam cuia cac hoc sinh 16p 11A va
11B ¢ bang sau:

Diém trung binh
[5; 6) [6; 7) [7;8) [8;9) [9; 10)

Lop

1TA 1 0 11 22 6

11B 0 6 8 14 12

a) Néu so sanh theo khoang bién thién thi hoc sinh 16p nao c6 diém trung binh it phan tan hon?

b) Néu so sanh theo d6 1éch chuan thi hoc sinh 16p nio c6 diém trung binh it phan tan hon?
Gidi

a) Khoang bién thién ctia diém s hoc sinh 16p 11A 1a: 10— 5 =35,

Khoang bién thién ctia diém s6 hoc sinh 16p 11B 1a: 10 — 6 = 4.

Néu so sanh theo khoang bién thién thi diém trung binh ctia cac hoc sinh 16p 11B it
phan tan hon diém trung binh cua cac hoc sinh 16p 11A.

b) Ta c6 bang théng ké diém trung binh theo gia tri dai dién:

Gia tri dai dién
5,5 6,5 7,5 8,5 9,5
Lop
11A 1 0 11 22 6
11B 0 6 8 14 12

« Xét mu s6 liu cua 1op 11A:
Comaulan, =1+ 11+22+6=40.



S trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom 1a

5 1.55+11.7,5+22.8,5+6.9,5
: 40

Phuong sai cia miu sb liéu ghép nhom 1a

8,3.

S? :4LO(1 .55+ 11.7,57+22.8,5°+6.9,5%)-8,3*=0,61.
Do léch chuan ctia mau s liéu ghép nhém 1a S, = /0,61,
e Xét mau sd liéu cua 16p 11B:
Comaulan,=6+8+ 14+ 12 = 40.
S trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom 1a

5 - 6.6,5+8.7,5+14.8,5+12.9,5

4 40

Phuong sai cia mau s liéu ghép nhom la

8,3.

St %(6. 6,5°+8.7,5°+14.8,5+12.9,5%) - 8,3° = 1,06.

Do léch chuan cia mau s6 liéu ghép nhom 1a S, = /1,06

Do S, < S, nén néu so sanh theo do 1éch chuan thi hoc sinh 16p 11A c6 diém trung binh it

phén tan hon hoc sinh 16p 11B.

Chu y: Trong vi du trén, két qua so sanh d6 phan tan theo gia tri trung binh va d¢ 1éch chuan
c6 su khéac biét. Piéu nay 1a do mau s6 liéu cua hoc sinh 16p 11A c6 mét gi tri ngoai 16.

Vidu 4. Biéu d6 dudi day mo ta két qua diéu tra vé mirc luong khoi diém (don vi: triéu dong)

cua mot sO cong nhan & hai khu vyc 4 va B.

a) Hay xac dinh gia tri dai dién cho mdi nhém va lap bang tan sb ghép nhém cho mau

s0 liéu do.

b) Néu so sanh theo d6 1éch chuan ctia mau sd liéu ghép nhom thi céng nhan & khu vuc

nao ¢6 muc luong khéi diém dong déu hon?

Mikc lwong khéi diém ciia cong nhan & hai khu vue 4 va B

S6 cong nhan A
g+
g [ Khu vie 4
6 [ Khu vuc B
5
4 4 —
3
2
14
0

[5;6) [6:7) [7:8) [89) [910) Nf&clu’gng
(triéu dong)
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Giai

a) Ta c6 bang sau:

Mirc luong [5;6) [6;7) [7;8) [8;9) [9; 10)
Mic luong Gai dién 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5

(triéu dong)

Khu vuc 4 4 5 5 4 2

Khu vuc B 3 6 5 5 1

b)
e Xét mu s6 lidu cua khu vuce A:
Coémiulan,=4+5+5+4+2=20.
S trung binh ctia mau sb liéu ghép nhém 1a
7, = 4.5,5+5.6,5+5.27(;5+4.8,5+2.9,5

Phuong sai ctia mau s6 liéu ghép nhom 1a

=7,25.

S = % (4.552+5.652+5.7,52+4.852+2.9,5%) —(7,25)* = 1,5875.

Do 1éch chuan ctia mau s6 lidu ghép nhom 1a
S, =4/1,5875.

e Xét mau s liéu cua khu vuce B:

Comiulan,=3+6+5+5+1=20.

S6 trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom la

T 3.5,5+6.6,5+5.7,5+5.8,5+1.9,5
1 20
Phuong sai ctia mau s6 liéu ghép nhom la

="7,25.

S2 = 2%(3 552 46.652+5.7,52+5.852+1.9,5%) —(7,25)* = 1,2875.

Do 1éch chuan cua mau so6 li¢u ghép nhom la

S, = /1,2875.

Do §, > S, nén néu so sanh theo d¢ 1éch chuan ciia mau so li¢u ghép nhom thi mire luvong

khéi diém cua cong nhan khu vuc B dong déu hon cua cong nhan khu vuc 4.




Chu y: Vi cac mau s liéu ghép nhom co cing s6 trung binh (hodc xap xi nhau), ta thudng
st dung phuong sai va dg 1éch chuan dé so sanh mirc do phan tan clia cic mau s6 lidu do.
Vidu 5. Gia dong cira ciia mot cb phiéu 1a gia cta c6 phiéu d6 cudi mét phién giao dich.
Bang sau thong ké gia dong cira (don vi: nghin déng) cua hai ma c6 phiéu A va B trong
50 ngay giao dich lién tiép.

Gia déng cira | [120; 122) | [122;124) | [124;126) | [126; 128) | [128; 130)
Cb phiéu 4 8 9 12 10 11
C6 phiéu B 16 4 3 6 21

Nguoi ta c6 thé dung phuong sai va do 1éch chuan dé€ so sanh murc do rui ro cia cac loai
cd phiéu c6 gia tri trung binh gan bang nhau. Co6 phi€u nao c6 phuong sai, do 1éch chuan
cao hon thi duoc coi la ¢6 do rui ro 16n hon.
Theo quan diém trén, hdy so sanh d¢ rti ro cta co phi€u 4 va co phiéu B.

Gidi

Ta c6 bang thong ké gia dong ctra theo gia tri dai dién:

Gia dong ctra 121 123 125 127 129
Cb phiéu 4 8 9 12 10 11
C6 phiéu B 16 4 3 6 21

e Xét mau s6 liéu cua cd phiéu 4:

S6 trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom la

= 8.121+9.123+12.125+10.127+11.129
50

Phuong sai cia miu sb liéu ghép nhom 1a

=125,28.

s> :%(8 J121249 . 1232+ 121252+ 10. 1272+ 11 . 1299 — (125,28)* = 7,5216.

Do léch chuan ctia mau s6 liéu ghép nhom 1a S, = \/ST2 = \/Z'STM :
« Xét mau s6 liéu cua c¢6 phiéu B:

S6 trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom la
o 16 .121+4.123+3 .51025+6 L127+21.129

Phuong sai cia mau so liéu ghép nhom la

=125,28.

S: =%(16 J121744 123243 1252+ 6. 1277+ 21 . 129%) — (125,48)* = 12,4096.
Do léch chuén ciia miu sb liéu ghép nhom 14 S, = |S? = /12, 4096.

Vay néu danh gia do rui ro theo phuong sai va do 1éch chuan thi ¢6 phiéu 4 c¢6 do rui ro
thip hon c6 phiéu B.
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Ql Hay tinh phuong sai va do léch chuan ctiia mau sb liéu ghép nhém & @ (trang 75).

QZ Mai va Ngoc cung sir dung vong deo tay thong minh dé ghi lai s6 budc chan hai ban di
! mdi ngay trong mot thang. Két qua duogc ghi lai & bang sau:

S6 bude (don vi: nghin) [3;5) [5;7) [7;9) [9; 11) [11; 13)

Mai 6 7 6 6 5

Ngoc 2 5 13 8 2

a) Hay tinh sb trung binh va d6 1éch chuin ctia mau s6 liéu ghép nhom trén.

b) Néu so sanh theo do 1éch chuan thi ban nao c6 sé luong budc chan di mdi ngay
déu dan hon?

BAI TAP

Két qua cdc phép tinh lam tron dén hang phan nghin.

1. Bang dudi day théng ké cu li ném ta cua mdt van dong vién.

Cu li (m) [19;19,5) | [19,5;20) | [20;20,5) | [20,5;21) | [21;21,5)

Tén sb 13 45 24 12 6

Hay tinh phuong sai va d6 1éch chuan ctia miu sb liéu ghép nhom trén.

2. Két qua khao sat thoi gian sir dung lién tuc  Thoi gian sir dung pin ciia mt s6 may vi tinh
(don vi: gid) tir lac sac ddy cho dén khi hét SO may ,

ctia pin mot sé may vi tinh cung loai dugc Vi tmhg i
mo ta bang biéu d6 bén.
y Tt
a) Hay cho biét c6 bao nhi€éu may vi tinh co
thoi gian str dung pin tir 7,2 dén dudi 7,4 gio? dr
b) Hay xéc dinh s6 trung binh va d6 1éch chuan 5T
cua thoi gian st dung pin. 4+
3 L
2+
1+
0

72 7.4 7.6 7.8 8.0 Thoi gian
(gi0)
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3. Tbc @6 cua 20 xe hoi khi di qua mot tram kiém tra toc do (don vi: km/h) dugc thong ké lai

nhu sau:
42 43,4 43,4 46,5 46,7 46,8 47,5 47,7 48,1 48,4
50,8 52,1 52,7 53,9 54,8 55,6 57,5 59,6 60,3 61,1
a) Hay tinh khoang bién thién, khoang tir phan vi va do léch chuan ctia mau s liéu trén.
b) Hay 1ap bang tin s6 ghép nhom voéi nhom déau tién 1a [42; 46) va d6 dai mdi nhom bang 4.
¢) Hay tinh khoang bién thién, khoang t&r phan vi va do 1éch chuan ctia mau s6 liéu ghép nhom.

. Mot gidng ciy xoan dao duoc trong tai hai dia diém A4 va B. Nguoi ta thong ké duong kinh
than ctia mot s6 cdy xoan dao 5 nim tudi & bang sau:

Duong kinh (cm) [30; 32) [32; 34) [34; 36) [36; 38) [38; 40)
S cay trong ¢ dia diém 4 25 38 20 10 7
S cay trong ¢ dia diém B 22 7 19 18 14

a) Hiy so sanh duong kinh trung binh ciia than cy xoan dio trong tai dia diém 4 va dia diém B.

b) Néu so sanh theo d6 1éch chuén thi cdy trong tai dia diém nao c6 duong kinh dong déu hon?
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BAI TAP CUOI CHUGNG I

CAU HOI TRAC NGHIEM
Chon phwong an dung.

1. Mdi ngay bac Huong déu di bo dé rén luyén stc khoé. Quing duong di bé mdi ngay

(don vi: km) ctia bac Huong trong 20 ngay dugc thong ké lai & bang sau:

Quéng duong (km) | [2,7;3,0) | [3,0;3,3) | [3.3;3,6) | [3,6;3,9) | [3.9;4.2)
Sb ngay 3 6 5 4 2
a) Khoang bién thién ctia mau s liéu ghép nhom la
A. 1,5 B. 0,9. C.0,6. D. 0,3.
b) Khoang tr phan vi ciia mau s6 liéu ghép nhom 1a
A.0,9. B. 0,975. C.0,5. D. 0,575.
¢) Phuong sai ciia mau s6 liéu ghép nhom la
A. 3,39. B. 11,62. C.0,1314. D. 0,36.

d) Bo léch chuan ciia mau s6 liéu ghép nhom co gia tri gan nhat véi gia tri nao dudi day?

A.3,41. B. 11,62. C. 0,017. D. 0,36.

. Ban Chi rét thich nhay hién dai. Thoi gian tip nhay mdi ngay trong thoi gian gan day cua
ban Chi duoc théng ké lai & bang sau:

Thoi gian (phut) [20; 25) [25; 30) [30; 35) [35; 40) [40; 45)

S6 ngay 6 6 4 1 1

a) Khoang bién thién ctia mau s6 liéu ghép nhom la

A.25. B. 20. C. 15. D. 30.

b) Khoang tt phan vi cia miu sb liéu ghép nhom 1a

A. 23.75. B.27,5. C.31,88. D. 8,125.

¢) Phuong sai cia mau s6 liéu ghép nhom co gia tri gan nhat véi gia tri ndo dudi day?

A.31,77. B. 32. C.31. D. 31,44,
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3. Diing 1a hoc sinh rat giéi choi rubik, ban c6 thé giai nhiéu loai khéi rubik khac nhau.

Trong mot 1an tap luyén giai khoi rubik 3x3, ban Diing da ty thong ké lai thoi gian giai

.....

Thoi gian giai rubik (gidy) | [8;10) | [10;12) | [12;14) | [14;16) | [16;18)

S6 lan 4 6 8 4 3
a) Khoang bién thién ctia mau s liéu ghép nhom nhan gié tri nao trong cac gia tri dudi day?
A. 6. B. 8. C. 10. D. 12.
b) Khoang tir phan vi ctia mau sd liéu ghép nhom 1a
A. 10,75. B. 1,75. C. 3,63. D. 14,38.
¢) Bo léch chuan cia mau s6 liéu ghép nhom co gia tri gan nhat véi gia tri nao dudi day?
A.5,98. B. 6. C.2,44. D.2)5.
BAITAP TU LUAN

4. Mot bac tai xé thong ké lai do dai quang duong (don vi: km) bac da 1ai xe mdi ngay trong
mot thang ¢ bang sau:

D‘-’da“i‘l;";n)gd”‘mg [50; 100) | [100; 150) | [150;200) | [200;250) | [250; 300)
S6 ngay 5 10 9 4 2

Hay xac dinh khoang bién thién, khodng tir phan vi va d¢ 1éch chuan cua mau sb liéu trén.
5. Két qua khao sat nang suat (don vi: tan/ha) cia mét so thira ruong duoc minh hoa & bi€u do sau.

Nang suat lua ciia mot so thira rugng
S thira rudng A
6

5557 59 6,1 63 65 67 Nang suét
(tAn/ha)

a) C6 bao nhiéu thura ruong da dugce khao sat?

b) Lap bang tan s6 ghép nhom va tan s6 trong ddi ghép nhom tuong tng ctia mau s6 lidu trén.

¢) Hay xac dinh khoang bién thién, khoang tir phan vi va do Iéch chuan ctiia mau so liéu trén.
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6. Thoi gian hoan thanh mdt bai viét chinh ta cia mot sb hoc sinh 16p 4 hai truong X va Y dugc

ghi lai & bang sau:

Thoi gian (phut) [6;7) [7; 8) [8;9) [9; 10) [10; 11)
Hoc sinh truong X 8 10 13 10 9
Hoc sinh truong Y 4 12 17 14 3

a) Néu so sanh theo s6 trung binh thi hoc sinh truong nao viét nhanh hon?

b) Néu so sanh theo khoang tir phan vi thi hoc sinh truong nao co toc do viét dong déu hon?

¢) Néu so sanh theo do 1éch chuan thi hoc sinh trudng nao c6 téc do viét dong déu hon?

7. Bang sau thong ké lai tong s6 gid ning trong thang 6 ciia cac nim tir 2002 dén 2021 tai hai
tram quan tric dat & Nha Trang va Quy Nhon.

S6 gio ndng [130; 160) | [160; 190) | [190; 220) | [220; 250) | [250; 280) [ [280; 310)
S6 nim ¢ Nha Trang 1 1 1 8 2
S6 nim & Quy Nhon 0 1 2 4 3

(Nguon: Tong cuc Thong ké)

a) Néu so sanh theo khoang t&r phan vi thi s6 gio nang trong thang 6 cta dia phuong nao

dong déu hon?

b) Néu so sanh theo d6 1éch chuén thi s6 gid ning trong thang 6 cua dia phuong nao

ddng déu hon?

8. Biéu d0 sau mo ta két qua diéu tra vé& diém trung binh ndm hoc ctia hoc sinh hai truong 4 va B.

Piém trung binh nim hoc ciia hoc sinh hai truong 4 va B

SO0 hoc sinh 4

A

8
7
6
5
4
3
2

1

[ Hoc sinh truong 4
[ ] Hoc sinh truong B

0

[5; 6)

[6; 7)

[7;8)

[8;9)

[9; 10)

Diém trung binh

a) Hay xac dinh gia tri dai dién cho mdi nhém va 1ap bang tin s6 ghép nhom cho mau s6 liéu trén.

b) Néu so sanh theo khoang tir phan vi ctia mau sb liéu ghép nhém thi hoc sinh truong nao
¢6 diém trung binh dong déu hon?

¢) Néu so sanh theo do 1éch chuan cua mau sb liéu ghép nhom thi hoc sinh truong nao co
diém trung binh dong déu hon?
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HOAT DONG THUC HANH VA TRAI NGHIEM

Bai 1. Vé d6 thi ham s6 bang phan mém

GeaGebro

MUC TIEU
— Thuyc hanh st dung phan mém GeoGebra dé v& do thi ctiia cac ham sb trong chuong trinh
16p 12.
— Xem xét sy thay d6i hinh dang cta do thi ham sé bac ba khi thay ddi cac hé s6 a, b, ¢, d
trong cong thirc ham sb.
— On tap va minh hoa céc tinh chét da hoc vé& ham sb bac ba.

CHUAN BI

— May tinh xach tay c6 cai dit phan mém GeoGebra hodc c6 két ndi Internet.

— May chiéu hodc man hinh ti vi 16n.
— Thuc hanh trong phong may néu cac truong c diéu kién.
— Sach gido khoa Toan 12, tap mdt — bd sach Chan troi sang tao.

HUGNG DAN CHU'C NANG CUA GEOGEBRA
Dé vé& dd thi trén GeoGebra ta thuc hién céc thao tac trén bdn vung sau:
1. Vung chtra c4c thanh cong cu;
2. Vung hién thi danh sach cac ddi twong;
3. Vung lam vi¢c: chira dd thi v& dugc va cac thanh truot biéu thi cac hé sb a, b, ¢, d:

4. Ving nhap 1énh: dé nhap cong thiic cac ham sd va biéu thirc.

Ho so Chinh sira Hién thi Céc tiy chon Cae cong cu Ciia sé Tro git

Vung chira cac —»@ NN NeEENEE
A *_Hién thi danh sach d&i tuon, “[» Vung lam vigc
thanh cong cu — ing lam vie e

lf(x]:x_l
|

| Vung lam viéc |

®eqlix=1

Vung hién thi
danh sach cac

egy=1

opiy=-1

\

® hix) = _:71

il

ddi twong AT vt ey S

Vﬁng nhép lénh ——>| Nhap &nh y=(x+1)/(x-1) i . |
Hinh 1
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TO CHUC HOAT PONG
HOAT PONG 1. V& db thi ham s bac ba y =ax’ +bx’ +cx+d (a #0)
1. Khoi dong phan mém da cai dat trén may tinh hodc truy cép vao trang web
https://www.geogebra.org/ dé str dung phién ban online.

2. Cac budc thao tac trén GeoGebra:

— Tao cac thanh truot biéu thi cic tham sb a, b, ¢, d bang cach e

4 o A o4 q re _ . . . . b=-3
nhap chudt lién ti€p vao thanh cong cu 22 va vao vi tri . :
. \ A - 3 =1
man hinh noi ma ta mudn dat thanh trugt (Hinh 2). —_ S
— Nhép cong thirc ham s6 bac ba y =ax’ +bx* +cx+d (a #0) mu ?61
vao vung nhap 1énh theo ct phdp y = ax”3 + bx"2 + cx + d.
Hinh 2

— Quan sat do thi dugc vé trén vung lam viéc.

Hé so Chinhsira Hiénthi Cac tiy chon Céc cong cu Clra sb Tro gidp

0 1= 2N o]l el N B

» Hién thi danh sédch déi trong A | » Ving lam viéc

® a=1
® b=-3
® c=1 a=1 8
® d=1 T e
I | 2
® f(x) =1x" —3x"+1x+4+1 = 5
c=1 4
T~ S —
d=1 3
_ i

1 "\
8 Is in i) B Sy \7 3 4 5 B
-1

Hinh 3
— Dung chuot diéu chinh cac thanh truot a, b, ¢, d dé c6 gia tri mong mudn.

— Quan sat sy thay ddi hinh dang cua dd thi ham béc ba theo su thay ddicachésba, b, c,d
trong cong thirc ham sd.

— Chyp man hinh dé c6 két qua lam bao céo, thu hoach, trinh chiéu.
3. Néu cac két luan vé tinh chat ctia d6 thi quan sat dugc trén hinh vé.

4. Kéo cac thanh trugt dé vé nhicu db thi ham sb bac ba trén cting mot hé tryc toa do.
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@1 V& dd thi cac ham sd bac ba sau:
a)y=x’; b)y=x"—3x;
c)y=-x+3x; d)yy=x"-3x+2.

HOAT DONG 2. V& db thj ham s6 y = *+0

(c#0,ad —bc+#0)
cx+d

1. Khéi dong phin mém da cai diit trén may tinh hodc truy cip vao trang web
https://www.geogebra.org/ dé str dung phién ban online.

2. Cac budce thao tac trén GeoGebra:

a=1

— Tao céc thanh truot biéu thi cac tham sb a, b, ¢, d (Hinh 4). := 1
. .
_ Nhép obng thitc ham sb y="2 (c=0, ad—be = 0) vio ving i
cx + e
nhap lénh theo ct phap y = (a*x+b)/(c*x+d). d=-1
.

— Nhap phuong trinh hai tiém cén theo ct phap x =—d/c; y = a/c.
— Quan sat do thi dugc vé& trén vang lam viéc. Hinh 4

Hé so Chinh sia Hiénthi Cactly chon Céc cong cu Civa sé Tro gitip

DREr Yo HRNER

» Hién thi danh séach ddi trong | » Ving lam viéc

® a=1 ehi
® b=1 a=1
® c=1 . 6
® d=-1 b=1
" 71x+] — i 5§
® e y=1ra g
® eql:x=1 e 4
® g y=1 a1

Hinh 5
— Dung chuot diéu chinh cac thanh truota, b, ¢, d dé co gia tri mong mudn.
— Quan sat sy thay ddi hinh dang ctua dd thi ham sb trén theo su thay ddicachésda, b, c,d
trong cong thuc ham so.
— Chyp man hinh dé co két qua lam bao cdo, thu hoach, trinh chiéu.
3. Néu céac két luan vé tinh chét cua d6 thi quan sat dugc trén hinh vé.

4. Kéo céc thanh truot dé vé nhiéu do thi ham sb trén cung mot hé truc toa do.

@2 V& db thi céc ham sb sau:
L]

x+1 —x—1
a) y=—-o; b) y= .
x—1 x—1
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2
. A < ax” +bx +
HOAT DONG 3. V& d thi ham s6 y =" """ (4% 0; m # 0; da thirc tir khong
mx+n

chia hét cho da thirc miu)

1. Khoi dong phan mém da cai dit trén may tinh hodc truy cap vao trang web

https://www.geogebra.org/ dé chay online.

o
=N

2. Cac budc thao tac trén GeoGebra:

I
=

— Tao céc thanh truot biéu thi cac tham sé a, b, ¢, m, n (Hinh 6).

S e3 @rl: T @0
—

: ax’ +bx+c
— Nhéap cong thirc ham s6 ¥ =——— vao vung nhép I¢nh theo
mx+n =1
ct phap y = (a*x"2+b*x+d)/(m*x-+n). =
— Nhap phuong trinh hai tiém can theo ct phap .
Hinh 6

X =—n/m; y = (a/m)*x+(—a*n+b*m)/m”"2.

— Quan sat do thi dugc ve€ trén vung lam viéc.

HO so Chinh sika Hiénthi Cactly chon Caccongcu Clra so Tro gilp
¢ ~ =
DRENScEHANER
» Hién th danh sach ddi twg | » Ving lam viéc
®a=1 q
® b=1 a=1
®c=1 || e = 7
® m=1 b=1
® n=1 T )
1x+1x+1 c=1
®f:y=
1x+1 e
® eql:ix=-1 1
® giy=x
8 7 5 5 4 E) 2 1 2 3 4
m=1
——— 1
n=1
e 2
-2
-4
-5
-6
Hinh 7

— Dung chudt diéu chinh cac thanh truot a, b, ¢, m, n dé c6 gia tri mong mudn.
— Quan sat sy thay ddi cta hinh dang cua dd thi ham s trén theo su thay ddi cac hé sb a, b,
¢, m, n trong cong thuc ham so.
— Chyp man hinh dé c6 két qua 1am bao cao, thu hoach, trinh chiéu.
3. Néu céc két luan vé tinh chat cua do thi quan sat duoc trén hinh veé.

4. Kéo cac thanh truot dé v& nhiéu do thi ham sd trén cing mot hé truc toa do.

% V& db thi cac ham sd sau:
q

P +x—1 —x +x-1 x2+3x+1
a) y= 5 b) y=——-—; c) y=———

x—1 x—1 x+1
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Bai 2. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nho nhat cia ham sé
bang may tinh cam tay

MUCTIEU
— Thuyc hanh sir dung may tinh cam tay dé tim gia tri gan ding cta gia tri 16n nhat va gia tri
nho nhat cia mdt ham so trén mot doan xac dinh cua ham so.
— Tinh duoc bang gia tri cia ham s6 trén mot doan xac dinh.
— On tap va minh hoa cu thé vé gia tri 16n nhét va gi4 tri nhé nhat va bang gié tri ctia ham so.
CHUAN B|
— May tinh cam tay.

— Séch giado khoa Toan 12, tap mdt — bo sach Chan tro1 sang tao.

HUGNG DAN CHUC NANG CUA MAY TiNH CAM TAY

Pé tim gia tri gan dung cla gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat ctia ham sé y = f (x) trén
doan [a; b], ta thuc hién cac thao tac sau:
1. Cai dat may dé vao ché 46 TABLE lap bang gia tri va tim gi tri gin dung gia tri 1on nhat,
gia tri nho nhat.
2. Nhap ham s6 y = £ (x).
3. Nhap hai gia tri a, b va khoang cach d cia mdi bude ting gia tri.
4. Bam = dé duogc bang gia tri.
5. Quan sat bang gia tri dé rit ra gia tri gan ding gid tri 1on nhat va gi tri nho nhét cta f'(x)
trén [a; b].

TO CHUC HOAT PONG

HOAT PONG 1. Tim gi4 tri gan dung gia tri 16n nhét va gia tri nhé nhit ciia ham s
c6 dang y = f(x) = ax’ + bx* + cx + d trén mjt doan xac dinh.

Vidu 1. Sir dung may tinh cam tay, tim gia tri gan dting gi tri 1on nhét va gia tri nho nhat
ctia ham s6 y = x* — 3x trén doan [-1; 5].

Giai

Sau khi m& may, an lién tiép cac phim MENY) vahailan |1:Table

phim di chuyén (®) d& man hinh hién 1én bang lya chon. % éggg?;;}nﬁagﬁc I

4:Digit Separator

An phim (1] dé chon muyc Table (bang). Man hinh sé hién 1 f{x) )
thi bang lya chon nhu hinh bén. 2:1(x), g(x)
Tiép do, an phim E] dé chon dang bang c6 mot ham $6.

An céc phim [MENU) dé vao chuong trinh Table. f(x>4
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Tién hanh nhap ham sb di cho bing cach 4n lién tiép cac v @
; 4P £ P £ (x)=x—3x
phim sau:

AE)BIe = E) W (O

Tiép d6, 4n phim (=) dé man hinh hién thi bang chon Tab lﬁémRange

Table Range (pham vi bang), rdi 4n céc phim otarti-l
=
OEEEOE 3¢

de nhap gia tri dau va cuoi cia doan dang xét, khoang cach cua moi budc tang gia tri.

An tiép phim (=] va nhiéu 1an phim (® dé man hinh hién thi bang gia tri ciia ham s6
f(x) =x* — 3x trén doan [-1; 5] nhu cac hinh dudi day.

m
flma

o]
1
2

x x

3

—_—
-1 5

1 2 4
2 u] 5
3 -2 &
4 2 7

Vay trén doan [-1; 5], ham s6 di cho ¢ gia tri gén dlng cua gié tri lon nhat 1a f(5) =110,
gi4 trj nho nhét 1a £(1) = 2.

Str dung may tinh cam tay, tim gia tri gan dung gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat
cta ham so y = x* + x> — 5x trén doan [0; 10].

HOAT PONG 2. Tim gi4 tri gan dung gia tri 16n nhat va gia tri nhé nhat ctia ham s

ax+b

codangy=f(x)= = (c#0, ad — bc # 0) trén mot doan xac dinh.
CXhL

Vi du 2. St dung may tinh cim tay, tim gid tri gan dung gia tri 16n nhat va gia tri

7 7 =
nho nhat cua ham so y = X7 yén doan [0; 5].

x+1
Gidi
Sau khi thyc hién céc budc twong tu nhu Vi du 1 dé vao f";:_l
chuong trinh Table, tién hanh nhap ham s6 di cho bang =0
cach an lién tiép cac phim sau:
HO® )

Tiép d6, an phim (=) dé man hinh hién thi bang chon Tab 16 Range
Table Range (pham vi bang), rdi an cic phim Eﬁgrt g |

OEGEEME | Step 1 |

de nhap gia tri dau va cudi cua doan dang xét, khoang cach cia moi budce tang gia tri.
An tiép phim (=) va nhiéu lan phim (®) dé man hinh hién thi bang gia tri cua ham s6

y= x—‘i trén doan [0; 5] nhu cac hinh dui day.
X+



vie I
i fima x Fimd
1 3 2(0.3333
2| 1 4 3 0.5
3 2(0.3333 5 4 0.6
4 3 0.3 0 & IS | 0. G556 5

Vay trén doan [0; 5], ham s da cho ¢6 gia tri gin dung cta gié tri 16n nhét 1a £(5) ~ 0,67,
gia tri nho nhét 1a £(0) =—1.

@2 Str dung may tinh cAm tay, tim gia tri gin ding gi4 tri 16n nhat va gia tri nho nhét
L]

3 trén doan [2; 8].

cua hamso y =
x+1

HOAT PONG 3. Tim gia trj 16n nhét va gia tri nhé nhat cia ham sb c6 dang
*+bx+ ) ~
y=f(x)= Z T2 (a # 0, m #0 va da thirc tir khong chia hét cho da thirc mau)
X +n

trén mot doan xac dinh.
Vi du 3. Str dung may tinh cAm tay, tim gi4 tri gin dung gia trj 16n nhat va gia tri nho nhat

2
x —x-1

cuaham s0 y =
x+1

trén doan [—l; 4} .
2

Gidi
Sau khi thyc hién céc budc twong ty nhu Vi du 1 dé vao . (x;i';?_x_l
chuong trinh Table, tién hanh nhap ham sé di cho bang cach xEl
an lién ti€p cac phim sau:

(=) () (D (3 (=) (e (T (=) () @ (el (O () (3]
Tiép d6, 4n phim (=] dé man hinh hién thj bang chon Table
Range (pham vi bang), roi 4n cac phim

QHEAEOEO0MEE

de nhap gia tri dau va cuoi cia doan dang xét, khoang cach cua moi budc tang gia tri.

N=gin}
Table Range
Start:-0.5
End :4

An tiép phim (=] va nhiéu 1an phim (® dé man hinh hién thi bang gié tri cia ham s

2
x &l N, I y 2 n
y = ——— trén doan | ——; 4 | nhu cac hinh dudi day.
x+1 2
=din}] ver
] fimh x fimh x fimd
1 -0.5 5 1.5 -0.1 T 2.5|0.7337
2 0 -1 & 2(0.3333 8 3l 1.25
3 0.5-0.333 T 2.5|0.7337 el 2.51.7222
1 1| -0.5 olm—| 1,25 10— 2.2
-0.5 3 4

Vay trén doan [—%; 4}, ham s6 di cho c6 gia tri gan dung cia gia tri 1on nhat 1a
f(4) =2,2, gié trj nho nhat 1a £ (0) = 1.

% Str dung may tinh cAm tay, tim gia tri gan ding gia tri 16n nhat va gia tri nho nhét
L]
. s A 2x°+x+7
cua hamso y = 1 trén doan [0; 10].
X+
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BANG GIAI THICH THUAT NGU

D Piém cuec dai
x, dugc goi 1a mot diém cuc dai caa ham sb
¥ = f(x) néu ton tai mot khoang (a; b) chtra
diém x, va (a; b) € D sao cho f(x) < f(x,)
véimoix € (a; b) \ {x,}.
Piém cue tiéu
x,dugc goi la mot diém cuc tiéu ciia ham $6
¥ = f(x) néu tdn tai mot khoang (a; b) chira
diém X, va (a; b) € D sao cho f(x) > f(x,)
voimoix € (a; b) \ {x,}.
Piém cuc tri
Piém cuc dai va diém cuc tiéu duogc goi
chung la diém cuc trj.
Do léch chuin ciia miu s6 liéu ghép nhém
Can béc hai sb hoc cua phuong sai cua
mau s6 liéu ghép nhom.

G Gia tri cuc dai
Gia tri cua ham s tai diém cuc dai.
Gia tri cue tiéu
Gi tri cia ham s6 tai diém cuc ticu.
Gia tri curc tri
Gia tri cyc dai va gia tri cuc tiéu duoc goi
chung la gia tri cuc tri.
Gid tri 16n nhit ciia ham s6
S6 M duoc goi la gia tri 16n nhit cua
ham s6 y = f(x) trén tap hop D néu f(x) < M
v6i moi x thudc D va ton tai x, thudc D
sao cho f'(x,) = M.
Gia tri nhé nhit ciia ham sb
S6 m duogc goi la gia tri nhd nhét cua
ham s6 y =f(x) trén tap hop D néu f(x) > m
vo1l moi x thudc D va ton tai x, thugc D
sao cho f(x,) = m.

K Khoing bién thién cia miu sb li¢u
ghép nhom
La hiéu sb gitta ddu mut phai caa nhom
chira gia tri 16n nhat va dau mut trai cua
nhém chira gi tri nho nhat ciia mau so lidu.
Khoing ti phin vi cia miu so liéu
ghép nhom
La hiéu gitra t& phan vi thr ba va tir phan
vi thir nhat cia miu sb liéu ghép nhém.
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P

Phuwong sai ciia méu s6 liéu ghép nhém
Puoc tinh boi cong thuc

1
§2 = ;[nl(cl — %) +n,(c, = X) +..+

+n, (c, —)7)2].

Tiém cin ding

Puong thang x = a 1a mot tiém can ding cua
do6 thi ham s6 y = f(x) n€u it nhat mot trong cac
diéu kién sau thoa man:

lim f(x) =+, lim f(x)=+oo,
lim f(x)=—o0, lim f(x)=—oo0.
x—a x—a*

Tiém cin ngang

Puong thang y = m 1a mot tiém can ngang cua
do6 thi ham s6 y = f(x) néu

lim f(x) =m hoac lim f(x)=m.

X—>—0 X—>+00
Tiém can xién
Puodng thing y = ax + b, a # 0, 1 tiém can xién
cua do thi ham s0 y = f(x) néu

lirP [f(x) = (ax +b)]=0
hoic lim [£(x) — (ax + b)] = 0.

Vecto trong khong gian
La doan thing c6 hudng.



BANG TRA CUU TU NGU'

b
biém cuc dai
biém cuc ti€u

biém cuc tri

10
10
10

Do léch chuan cia mau so ligu ghép nhom 76

G

Gia tri cuc dai

Gia tri cuc tiu

Gia tri cuc tri

Gia trj 16n nhét ctia ham s

Gia tr1 nho nhat cua ham so

K

Khoang bién thién ctia mau s6 liéu
ghép nhom

Khoang tir phan vi ciia mau so li¢u
ghép nhom

10
10
10
15
15

68

71

P

Phuong sai cua mau so liéu ghép nhom

Q
Quy tac hinh hop

T

Tich v6 hudng cua hai vecto
Tiém can dung

Tiém can ngang

Tiém can xién

Toa d6 cta diém

Toa d0 cua vecto

\%
Vecto trong khong gian

76

44

48
19
2
22
54
55

41
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Nha xuat bdan Gido duc Viét Nam xin trdn trong cim on
cdc tdc gid co tac pham, tw li¢u dwoc swr dung, trich dan
trong cuon sdach nay.

Chiu trach nhiém xuat ban
Téng Giam déc HOANG LE BACH

Chiu trach nhiém ndi dung
Tbng bién tap PHAM VINH THAI

Bién tap noi dung: TRAN THANH HA — DANG THI THUY — NGUYEN THI PHUGC THO
Bién tap mi thuat: BUI XUAN DUONG

Thiét ké sach: BUI XUAN DUONG

Trinh bay bia: TONG THANH THAO

Minh hoa: BUI XUAN DUONG

Stra ban in: TRAN THANH HA — DANG TH| THUY
NGUYEN TH| PHUOC THO — HOANG TH| THU DUNG

Ché béan: CONG TY CP DICH VU XUAT BAN GIAO DUC GIA DINH

Ban quyén thudc Nha xuat ban Giao duc Viét Nam.

Tat ca cac phan cla ndi dung cudn sach nay déu khong dwoc sao chép, luu trir,
chuyén,thé dwéi bat ki hinh thirc nao khi chwa cé sy cho phép bang van ban cua
Nha xuat ban Gido duc Viét Nam.

Toan 12, Tap mét (Chan tr&i sang tao)
Ma sb:

S6 QbXB.......... ngay.... thang.... ndm 20....
In xong va ndp lwu chiéu thang.... ndm 20....
M4 s6 ISBN: Tap mot:

Tap hai:
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