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HU'ONG DAN SU’ DUNG SACH

1. Mé&i bai hoc déu duworc thiét ké theo cau tric gébm nhirng phan sau day.
Thuat ngir: Diém tén cac dbi twong chinh cla bai hoc.

Kién thire, ki nang: Gidp em xac dinh nhirtng ndi dung kién thire, ki nang chinh can linh
hdi va rén luyén trong bai hoc.

M dau: Dwa ra tinh hudng 1am nay sinh nhu ciu hoc tap; né c6 thé 1a mét bai toan thuc
té dai dién, hay la mét doan d&n nhap. Em khéng can tré 1&i ngay céc cau héi hay yéu cau
duoc dat ra & phan nay, ma sé giai quyét chung trong bai hoc, sau khi da linh héi dwoc
lwong tri thire va ki néng céan thiét.

Muc kién thie: Sau phan mé& dau, bai hoc duec chia thanh cac muc theo tirng chii dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc cb cau tric sau day.

Hinh thanh kién thite: Em can tich cwc tham gia vao cac hoat déng (H8) dé& chiém
linh tri thirc. Cac O nay cho em co hdi quan sat va trai nghiém, tinh toan va lap luan

dé di téi | khung kién thirc \\‘ mot cach tw nhién.
Vi du: Em c6 thé hoc & day phwong phap, cach lap luan va tinh toan, cach trinh bay
|01 giai bai toan.
Luyén tdp: Van dung kién thirc & hoc, tham khao vi du twong (rng, em hay luyén tap
dé cing cb kién thirc va rén luyén ki nang.
Vin dung: Trén nén tang kién thirc va ki ndng da duoc hoc, em gidi quyét cac
bai toan gan voi thwc te, két nai tri thirc vé&i cac linh vire khac nhau trong hoc tap,
khoa hoc va cudc song.

Em c6 thé bat gap mét khung chir  nham hé tro hodc binh Iuan,... cho ndi dung twong

ing dwoc dé cap & bén canh.

Ngoai bbn thanh phan co ban & trén, trong mot don vi kién thwc em con cé thé cé co hoi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luén, tra |0i @ mé réng hiéu biét cung
Em c6 biét?,...

Bai tap: Em chu dong thurc hién ngoai gio’ trén 16p, tuy vay, thay/cd sé danh thdi luong
nhat dinh de cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Céc béng tra clru va gidi thich thuat ngir (duoc dat & cudi sach) cung cap dia chi tra ctiu
va giai thich mét sé khai niém, céng thirc dwoc phat biéu trong sach.

Hady bdo qudn, gitr gin sdch gido khoa

dé danh tdng cdc em hoc sinh l6p sau!




LO'INGI PAU

Cac em hoc sinh yéu quy!

Trén tay cac em la cubn TOAN 12 cla bd sach “Két néi tri thirc véi cudce séng”.
Pung nhu tén goi clia bd sach, cac kién thire trinh bay & day chu yéu xuét phat
tr nhirng tinh huéng ctia cudc séng quanh ta va tr lai giup ta gidi quyét nhirng
van dé cua cubc séng. Vi thé, khi hoc Toan theo cuén séch nay, cac em sé
cam nhan dwoc rang, Toan hoc that |a gan guii.

Poan mé dau cla cac chwong, cac bai hoc thuwong dwa ra nhirng tinh hudng,
nhirng vi du thwe té cho thay sw can thiét phai dwa dén nhirng khai niém toan
hoc méi. Qua dé, cac em sé duoc trau déi nhirng ki ndng can thiét cho mét
cong dan trong thdi hién dai, d6 1a kha nang “mé hinh hod”. Khi da dwa van dé
thue tién vé bai toan (mé hinh toan hoc), ching ta sé& phat hién thém nhiing
kién thirc todan hoc mé&i, dé cung véi nhirng kién thirc da biét gidi quyét bai toan
thuwc tién dat ra.

Hi vong rang, qua méi bai hoc, méi chwong séch, qua méi vong I&p tir thue tién
dén tri thire toan hoc, réi tir tri thirc toan hoc quay vé thuc tién, TOAN 12 sé
giup cac em tredng thanh nhanh chéng va tré thanh nguwoi ban than thiét cda
cac em.

Chuic cac em thanh céng cung TOAN 12!
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CHUONG |
UNG DUNG DAO HAM DE

KHAO SAT VA VE PO THI HAM SO

Trong chwong nay chung ta
(ng dung dao ham @& khdo
sat s bién thién, vé dé thi clia
ham sé va gidi quyét nhirng

van dé thuec tién lién quan. ' / '
/Téng

DPiém cyec dai

'é

TINH PON PIEU VA CUC TRI

CUA HAM SO

THUATNGU | KIEN THU'C, Ki NANG

- Bang bién thién | + Nhan biét tinh dong bién, nghich bién ciia mot ham s6 trén mét khoang
- Pdng bién i dya vao dau dao ham cap mot cua no.

- Nghich bién i« Thé hién tinh ddng bién, nghich bién ctia ham sé trong bang bién thién.
. Cuc dai i » Nhan biét tinh don diéu ctia ham s6 théng qua bang bién thién hoac
. Cllrctiéu thdng qua hinh anh hinh hoc cta d6 thi ham sé.

. Cchtri « Nhan biét diém cwec tri, gia trj cwe tri ctia ham sb théng qua bang

bién thién hodc théng qua hinh anh hinh hoc cta dé thi ham sé.

Xét mét chat diém chuyén ddng trén mét truc sé ndm ngang, chiéu dwong tir tréi sang phai
(H.1.1). Gia sl vi tri s(f) (mét) clia chat diém trén truc sé da chon tai thoi diém ¢ (gidy) dwoc
cho béi cong thirc

s(t)=1> -9 +15¢, t >0,
Hai trong khodng th&i gian nao thi chat diém chuyén déng sang phai, trong khoang thei gian
nao thi chat diém chuyén déng sang trai?

0 s
Hinh 1.1

v




1. TiNH BON PIEU CUA HAM S0 "o
a) Khai niém tinh don diéu cda ham so 3 y = X
) #o1. Nhan biét tinh déng bién, nghich bién ctia ham sé 2t
Quan sat d6 thi ciia ham sbé y = x* (H.1.2). 1
a) Ham s6 dong bién trén khodng nao? Py o N

b) Ham sb nghich bién trén khodng nao? Hinh 1.2

f Gia st K 1a mét khoang, mét doan hodc mét nira khoang va y = f(x) 1a ham sb xac dinh %
trén K.

« Ham sé y = f(x) dwoc goi la dong bién trén K néu Vx,, x, € K, x, < x, = f(x,) <f(x,).

« Ham sé y = f(x) dwoc goi la nghich bién trén K néu vx,, x, € K, X, < X, = f(x,) > f(x,).
Chuy

« Néu ham sé dbng bién trén K thi db thi cia ham sbé di /én tir tréi sang phai (H.1.3a).
Néu ham sé nghich bién trén K thi d6 thi ciia ham sb di xuéng tir trai sang phai (H.1.3b).

y ¥
P~ Y =10
y=Rfx) /; ;
o] a b X (@) a b x
a) Ham s6 déng bién trén (a; b). b) Ham sé nghich bién trén (a; b).

Hinh 1.3
« Ham sé déng bién hay nghich bién trén K con dwoc goi chung 1a don diéu trén K. Viéc tim
cac khoang déng bién, nghich bién ctia ham sé con dwoc goi la tim cac khoang don diéu
(hay xét tinh don diéu) cta ham sb.
« Khi xét tinh don diéu ctia ham sé ma khéng chi ré tap K thi ta hiéu 1a xét trén tap xac dinh
cla ham sé do.

yl\
) Vidu 1. Hinh 1.4 13 d& thi cGa ham sé y =f(x) =Ix|. Hay tim y: ]
cac khoang ddng bién, khodng nghich bién cia ham sé.
Giai =t >
Tap xac dinh ciia ham sé 1a R. Hinh 1.4
Tl @6 thi suy ra: Ham sé dong bién trén khoang (O; + ), Al
nghich bién trén khoang (—x; 0). .
N , :{’C'] +
) Luyén tip 1. Hinh 1.5 |a d6 thi cia ham s6 y = x® —3x”* + 2. i |
Hay tim céc khodng déng bién, khodng nghich bién cla 5 _1";5 < IRy ”
ham sé. [ -1t :
0 I L5

Hinh 1.5



‘
) #o2. Nhan biét méi quan hé gitra tinh don diéu va ddu ;
cua dao ham -
-Xx néu x < -1 : Ll .'
Xéthamsb y =11 néu —1<x <1 ¢ db thi nhw Hinh 1.6. — ey
v kTS -3 22 1 Q| § 2 3Zx
Hinh 1.6

a) Xét dau dao ham cla ham sé trén cac khoang (—oc; —1), (1 + ). Néu nhan xét vé
méi quan hé gilta tinh déng bién, nghich bién va ddu dao ham cla ham sbé trén méi
khoang nay.

b) C6 nhan xét gi vé dao ham y’va ham sé y trén khoang (-1; 1)?
DINH Li
| Cho ham sé y = f(x) cé dao ham trén khoadng K.
a) Néu f'(x) > 0 v&i moi x e K thi ham sé f(x) dong bién trén khoang K.

' b) Néu f'(x) <0 véi moi x € K thi ham s6 f(x) nghich bién trén khodng K. |

Chuy
« Pinh Ii trén van dung trong trwéng hop f/(x) bang O tai mét sé hiru han diém trong
khoang K.

« Ngu®i ta chirng minh duoc rang, néu f'(x) =0 vdi moi x € K thi ham sé f(x) khéng ddi
trén khoang K.

Y Vi du 2. Tim céc khoang déng bién, khoang nghich bién cta ham sé y = x* —-4x + 2.
Giai
Tap xac dinh cGia ham sé 1a R.
Tacd y'=2x—4; y' >0 véix e (2 +=); ¥’ <0 v6i x & (—0; 2).
Do d6, ham sé déng bién trén khoang (2; + =), nghich bién trén khoadng (—x; 2).

) Luyén tip 2. Tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién cia ham sé y = —x? + 2x + 3.

b) Sr dung bang bién thién xét tinh don diéu cia ham sd
) HD3z. Xét tinh don diéu chia ham s6 bang bang bién thién

Cho ham sé y =f(x)=x* -3x* +2x +1.

a) Tinh dao ham f'(x) va tim cac diém x ma f'(x) = 0.

b) Lap béng bién thién ctia ham sé, tirc |a |ap bang thé hién dAu cha daoc ham va sw déng
bién, nghich bién clia ham sbé trén cac khoang twong rng.

c) Néu két luan vé khodng déng bién, nghich bién clia ham sé.



Cac buéc dé xét tinh don diéu clia ham sé y = f(x):

1. Tim tap xac dinh ctia ham sb.

2. Tinh dao ham f'(x). Tim cac diém x,(i=1,2,..) ma tai dé dao ham bang 0 hodc khdng
ton tai.

3. Sap xép cac diém x, theo thir tw tang dan va lap bang bién thién ctia ham sé.

4. Néu két luan vé khoang ddng bién, nghich bién clia ham sb.

x°-2x+5

) Vi du 3. Tim cac khoang don diéu clia ham sé y = ,
X o

Giai
Tép xac dinh ctia ham s6 13 R\ {1}.
(2x—2)(x—1)—(x2 —2x+5) x2_2x -3

(x=1) (x=1)

Lap bang bién thién ctia ham sé:

Tacod: y' = ; y'=0& x=-1hoac x = 3.

X —0 —1 1 3 +00
4 0 > 5 0 +

y _Oo/v— \_OO +OO\4/+OO

Tw bang bién thién, ta co:

Ham sé déng bién trén cac khodng (—o; —1) va (3; + ).

Ham sé nghich bién trén cac khoang (-1, 1) va (1, 3).

3 Vi du 4. Xét chidu bién thian clia ham sé y = X= f
X+
Giai
. i Viéc tim cac khoang
Tép x&c dinh clia ham s6 la R\ {-1}. dong bién, nghich bién
1 5 cua ham so6 con dwoc
Taco: y' = R+ 1f—1x-2] -3 0, v&i moi x = —1. néi gon la xét chieu
(x+ 1)2 (x+ 1)2 ' bién thién ctia ham s6.
Lap bang bién thién cGa ham sé:
X | —0 -1 +00
y' + +
1 / -

Tir bang bién thién, ta c6: Ham sb dong bién trén céc khoang (—oo; — 1) va (-1, + ).



) Luyén tip 3. Tim cac khoang don diéu cla cac ham sé sau:

1 —x -7
) y=—x"+3x" +5x+2 b)y:&.
3 X—2
) o Chéat diém chuyén déng
Y Van dung 1. Gidi bai toan trong tinh hudng mé dau bang cach theo chiéu dwong khi
thwe hién 1an lwot cac yéu cau sau: van toc v(t) > 0.

a) Theo y nghia co hoc clia dao ham, van téc v(f) la dao ham
cla s(f). Hay tim van téc w().

b) Xét ddu cGia ham v(f), tir d6 suy ra cau tra I&i.

2.CUCTRICUAHAMSO
a) Khai niém cwe tri cia ham so
y ¥ 3
) uoa. Nhan biét khai niém cwe dai, cwe tiéu cia ham sé 17

Quan sat dé thi clia ham s6 y = x* + 3x® —4 (H.1.7). Xét dau

dao ham cutia ham sé da cho va hoan thanh cac bang sau | ,_

Vao Vo -11
x|-8 2 t) | x| 0 1 i
y| 2 0 2 y| 2 0 2 } \al /
y - y |2 0

4 / \ p \? oo oy

. ) o i Hinh 1.7
Tong quat, ta c6 dinh nghia sau:
[ Cho ham s6 y = f(x) xac dinh va lién tuc trén khodng (a: b) (a co thé 1a —w, b ¢6 thé 12 +0) |
va diém x, <(a; b).
- Néu ton tai s6 h> 0 sao cho f(x) < f(x,) v&i moi x € (x, — b, X, + h) = (a; b) va x = x, thi
ta n6i ham sé f(x) dat cuc dai tai x,,.
» Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) > f(x,) v&i moi x € (X, — b, X, + h) = (a; b) va x # x, thi
ta néi ham s6 f(x) dat cuc tiéu tai x,.

Chuy

- Néu ham s6 y = f(x) dat cyc dai tai x, thi x, dwoc goi la diém cuc dai cia ham sb f(x).
Khi dé, fix,) dwoc goi la gia tri cuc dai cia ham s f(x) va ki hiéu l1a fos, NBY Yoy
Diém M(x,; f(x,)) dwoc goi la diém cuc dai cla dd thi ham sé.

« Néu ham sb y = f(x) dat cuc tiéu tai x, thi x, dwoc goi la diém cuc tiéu cia ham sé f(x).
Khi do, fix,) dwoc goi la gia tri cuc tiéu cGa ham sb f(x) va ki hiéu la for DAY ¥
Diém M (x,; f(x,)) dwoc goi la diém cuc tiéu cta db thi ham sé.

« Céc diém cwc dai va diém cuc tiéu dwoc goi chung la diém cuc tri. Gia tri cwc dai va gia
tri cwe tiéu dwoc goi chung la gid tri cuc tri (hay cuc tri) cta ham sb.

\



) Vidu 5. Hinh 1.8 1a @b thi cCia ham sb y = f(x). Hay tim cac

Y Luyén tip 4. Hinh 1.9 |a d6 thi clia ham sé y = f(x). Hay tim 5

10

cwc tri clia ham sé.

Giai

Twr d6 thi ham sé, ta co:

Ham sé dat cuc tiéu tai x=—1vay, . = y(-1) = 2.

Ham sé dat cuc dai tai x =0 va y,_, = y(0) = 3.

Ham sé dat cyc tiéu tai x =1 va y,, = y(1) = 2.

B 210 4 2 3

cac cuc tri cGa ham so.

b) Cach tim cuc tri cia ham so

) #05. Nhan biét cach tim cwe tri cia ham sé

Cho ham sé y=%x3—3x2+8x+1.

a) Tinh dao ham '(x) va tim cac diém ma tai d6 dao ham f'(x) bang 0.
b) Lap bang bién thién cta ham sé.

¢) T bang bién thién suy ra cac diém cwc tri clia ham sb.

DINH Li

( Gia sir ham s6 y = f(x) lién tuc trén khoang (a; b) chira diém X, va c6 dao ham trén

cac khoang (a; x,) va (x,; b). Khi dé:

a) N&u f/(x) <0 v6i moi x < (a;x, ) va F(x)> 0 v6i moi x  (x,; b) thi x, la mét diém
cuc tiéu ciia ham sé f(x).

b) Néu 7'(x) >0 v&i moi x < (a; x,) va f'(x) <0 v&i moi x  (x,; b) thi x, la mét diém
cwc dai clia ham sé f(x).

%< ¥



M . 2. s 2
Giai thich vi sao néu f'(x) khdng doi dau khi x qua x, thi x, khéng phai la diem cuc tri cla

ham sé f(x)?

Binh li trén dwoc viét gon lai trong hai bang bién thién sau:

x |a X, b
f(x) — 4
f(x) I fix.) ——

(Cuec tiéu)

X |a X; b

fi(x) + =
fixy)

) /(Cl.fc dai)

Cha y. Tl dinh |i trén ta c6 cac bwdc tim cuce tri clla ham sé y = f(x) nhu sau:

1. Tim tap xac dinh cha ham sé.

2. Tinh dao ham f'(x). Tim cac diém ma tai d6 dao ham 7'(x) bang 0 hodc dao ham khéng
ton tai.

3. Lap bang bién thién cla ham sé.

4. Tr bang bién thién suy ra cac cuc tri cia ham sé.

® Vidu 6. Tim cuwe tri ciia ham sé y = x* — 6x” + 9x + 30.
Giai
Tap xac dinh ctia ham sé 1a R.
Taco: y' =3x"* -12x+9; y' =0 < x=1hodc x = 3.

Lap bang bién thién cGa ham sé:

—c0 1 3 +oo
' + 0 - 0 +
34 +oo
T béng bién thién, ta cé: vp %
i |
Ham sé dat cuc dai tai x = 1 va y,, = y(1) = 34. 21 &
|
Ham sé dat cuc tiéu tai x =3 va y,, = y(3) = 30. (F
Chu y. Néu f'(x,) =0 nhung f'(x) khéng dbi dau khi x qua % 475 1 %
X, thi x, khéng phai la diém cuc tri clia ham sé. Chang han, _ —1 1
ham s6 f(x) = x* co f'(x)=3x%, f(0) =0, nhuwng x = 0 khéng '

phai [a diém cuc tri ctia ham sé (H.1.10). Hinh 1.10



x?-2x+9

» Vidu?. Tim cuc tri cha ham sb y = 5
X_

Giai

Tép xac dinh ctia ham sé la R\ {2}.

(2x-2)(x-2)-(x* -2x+9) x> _4x-5
(x-2) (x-2)

Lap bang bién thién clia ham sé:

Tacod: y' = ;¥ =0 x=-1hoac x=>5.

X —00 _1 2 5 +c0

y' + 0 — — 0 +

y -4 +00 +00
. / \ B \ 5 /

Tw bang bién thién, ta co:
Ham sé dat cye dai tai x = -1 va y,, = y(-1)= 4.
Ham sé dat cuwe tiéu tai x =5 va y. = y(5)=8.

) Vidu8. Tim cwc tri cla ham sé y :X—JFJ.

Giai

Tap xac dinh cta ham sé la R\ {1}.

Ta co: y’=(X_1)_();+1)= - ~<0, v&imoi x =1.
(x-1) (x=1)

Lap bang bién thién cla ham sé:

X —00 1 +00
y' - -
y 1 +00 -\*
\ 1
—Q0

TW bang bién thién suy ra ham sé khéng co cuwc tri.

) Luyén tdp 5. Tim cwe trj cla cac ham sé sau:
2
g y=3x" 3% 1.1 b)y:_x+—2X_1.
X+2

) Vin dung 2. Mét vat dwoc phéng thang dirng 1&n trén tiv d6 cao 2 m v&i van téc ban dau la

24,5 m/s. Trong Vat li, ta biét rang khi bd qua strc can cta khéng khi thi do cao h (mét) cla

vét sau f (giay) dwoc cho bdi cong thirc

h(t) =2 + 24,5t — 4,9¢°.

Hai tai thoi diém nao thi vat dat dé cao Ién nhat?

12



BAITAP
1.1. Tim cac khodng déng bién, khodng nghich bién cia cac ham sé co db thi nhw sau:

aaémummséyzf—%xﬂHnﬁn; maémummséy=3@2—qzmﬁnm.

y‘l
Al |
25

|

1__
’I .

| i : : ; f f T f
y (1) :1 15 2 X —2 = O 1 2 3 X
| Hinh 1.12
Hinh 1.11

1.2. Xét sy dong bién, nghich bién clia cac ham sé sau:

a) y=%x3—2x2+3x+1;
b) ¥ ==x*+2x* —5x+3.

1.3. Tim céc khodng don diéu cla cac ham sé sau:
X +x+4

2x -1
— N b)y_

a
) ¥ x+2' o

1.4. Xét chiéu bién thién clia cac ham sé sau:

a) y=v4-x*; b) y = —

et

1.5. Gia slr s6 dan ctia mét thi tran sau t ndm ké ti» ndm 2000 dwoc mé ta béi ham sé

25t +10

D) t+5

, 120,

trong dé N(t) dwoce tinh bang nghin ngudi.
a) Tinh sb dan cla thi trdn do6 vao cac nam 2000 va 2015.

b) Tinh dac ham N'(¢) va lim N(t). Tir 66, gidi thich tai sao sb dan cua thi tran d6 ludn tang
nhwng sé khéng vwot qua mot nguwdng nao dé.
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1.6. D6 thi clia dao ham bac nhét y = f'(x) ctia ham sb f(x) duoc cho trong Hinh 1.13.
a) Ham sb f(x) ddng bién trén nhirng khodng nao? Giai thich.
b) Tai gia tri nao cta x thi f{x) c6 cuwc dai hodc cuce tiéu? Gidi thich.

yl

=1

1.7. Tim cuec tri cia cac ham sb sau:
a) y=2x° -9x* +12x - 5;
b) y =x*-4x*+2

X°—2%+3
x-1

d) y =v4x-2x%.
1.8. Cho ham s y = f(x) = |x].

a) Tinh céc gi¢i han lim ZX) =10} (s i, TX)=10)
x—07 X — x—0" ¢ —

) y=

~h

0
T d6 suy ra ham s khéng cé dao ham tai x = 0.
b) St dung dinh nghia, chirng minh ham sbé cé cuc tiéu tai x = 0 (xem Hinh 1.4).
1.9. Gia slr doanh sé (tinh bang s sén pham) ctia mét san phdm méi (trong vong mét sé
n&m nhéat dinh) tuan theo quy luat logistic dwo'c mé hinh hoéa bang ham sé

5 000
1+5¢!’

fif)= £ >0,

trong d6 thdi gian t dwoc tinh bang nam, ké& tir khi phat hanh san pham méi. Khi dé,
dao ham f'(t) s& biéu thi tbc d6 ban hang. Héi sau khi phat hanh bao nhiéu nam thi téc d6
ban hang la I&n nhét?



GIA TRI LGN NHAT VA

GIA TRI NHO NHAT cUA HAM SO

THUATNGU' | KIEN THU'C, KiNANG
- Giatrilén nhat | « Nhan biét gia tri I&n nhét, gié tri nhé nhat clia ham sé trén mét tap
. Giatrinho nh4dt |  Xxacdinh cho trwéec.
' : + Xac dinh gia tri I&n nhét, gia tri nho nhat ctia ham s6 bang dao ham
i trong nhirng trwong hop don gian.

Tl mét tdm bia carton hinh vudng 7 N
c6 d6 dai canh bdng 60 cm, ngudi 7/ 2 \‘
ta c&t bén hinh vuéng bang nhau & i : 't
bén goc rdi gap thanh mét chiéc hép : i 60 cm
c6 dang hinh hép chir nhat khdng i ! ; ) /_
c6 ndp (H.1.14). Tinh canh clia cac 7 b m el 7 : T
hinh vuéng bi cat sao cho thé tich ) A o
ctia chiéc hép 1a I6n nhét. X
Hinh 1.14
1. PINH NGHIA
) #01. Nhan biét khai niém gia tri Ién nhét, gia tri nhé nhat

cua ham sé Jé ,
Cho ham s6 y =f(x)=x” —2x v&i x €[0; 3], c6 do thi nhw 5]
Hinh 1.15.

14
a) Gia tri |on nhat M clia ham sé trén doan [0; 3] la bao

nhiéu? Tim x, sao cho f(x.) = M. 2 4 o1 -
> Z > 5 z i . 14—
b) Gia tri nhd nhat m cua ham so6 trén doan [0; 3] la bao
nhiéu? Tim x, sao cho f(x,) = m. Hinh 1.15

4 Ve
Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap D.

« S6 Mduwoc goila gia tri I&n nhat ctia ham sé y = f(x) trén tap D néu f(x) <M v&i moi
x e Dvaténtai x, € D sao cho f(x,) = M.

Ki hiéu M = manf(x) hoac M = mgxf(x).

«  S6 mdwoc goi la gia tri nhd nhat cla ham sé y = f(x) trén tap D néu f(x) > m v&i moi
x € D va ton tai x, € D sao cho f(x,) = m.

Ki hiéu m = mig f(x) hoac m= mDin f(x).

s



Cha y

« Ta quy wéc rang khi noi gia tri |on nhat va gia tri nhd nhat cta ham sé f(x) (ma khéng noi
“trén tap D”) thi ta hiéu d6 |1a gia tri I&n nhét hay gia tri nhd nhét cla f(x) trén tap xac dinh
cta ham sé.

« DA tim gia tri I&n nhét va gia tri nhé nhét ctia ham sé trén tap D, ta thudng 1ap béang bién
thién cGa ham sé trén tap D dé két luan.

) Vidu1. Tim gia tri I6n nhét va gia tri nhé nhat cla ham sé y =f(x) =1- x*.

Giai
Tap xac dinh ctia ham sé 1a [-1; 1].
Cach 1. Str dung dinh nghia.
Ta co:
e f(x)=+1-x* > 0; d4u bang xay ra khi 1— x? = 0, téc Ia khi x = -1 hodc x = 1.
Do do minf(x)=f(-1)=f(1)=0.
« f(x)=V1-x* <1 d&u bang xay ra khi 1— x? =1, ttrc 1a khi x = 0. Do d6 max f(x) = f(0) =1.

=11

Céch 2. S dung bang bién thién.

!

(1-x) ___x
VGixe (-1,1),taco y' = == ;Y =0 x=0.

21— x? V1= x?

Lap bang bién thién cGa ham sé trén doan [-1; 1]:

X -1 0 1
' + 0 —
/ 1

Tir bang bién thién, ta duoc: minf(x) = f(~1)=f(1) =0; max(x) = f(0)=1.

Chu y. Trong thie hanh, ta cling dung cac ki hiéu mDin y, maxy dé chi gia tri nhé nhat, gia tri
I&n nhat (néu co6) clia ham sbé y = f(x) trén tap D. Do d6, trong Vi du 1 ta c6 thé viét:
[Py = 1) = Rl = RE PHEICE = AR)=1.
Y Vidu 2. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhd nhéat (néu co) clia ham sé y = x -2 + 1 tren khoang
X
(0; + oo).
Giai
Ta cé: y’:1—i2; y'=0<x=1(vix>0).
X
Tinh cac giéi han:

lim y = lim (x—2+l)=+oo; lim y = lim (X—2+l]=+oo.

x—0" x—0" X X >+ X+ X

16



Lap bang bién thién ctia ham s trén khoang (0; + ).

X 0 1 ol

y' = 0 +

3% 40 400
\ ) /

Tw bang bién thién, ta duoc: (Enin)y = y(1)=0; ham s6 khéng cé gia tri I&n nhét trén khoang
(0; + oo).
Y Vi du 3. Giai bai toan trong tinh huéng mé déu.

Giai
Goi x (cm) la dd dai canh cla cac hinh vudng nhé duoc cat & bdn gdc clia tam bia. Diéu kién:

0 < x <30.Khi cat bd bbén hinh vuéng nhd cé canh x (cm) & bdn géc va gap lén thi ta
dwoc mét chiéc hop chir nhat khoéng co ndp, cd day la hinh vudng véi dé dai canh bang
(60 — 2x) (cm) va chiéu cao bang x (cm). Thé tich cla chiéc hdp nay la

V(x)=(60- 2x)2 X =4x° —240x° + 3 600x (cm?).
Ta ¢6: V'(x)=12x% — 480x + 3 600; V'(x) =0 <> x* — 40x + 300 = 0 <> x =10 (thod man diéu
kién) hoac x = 30 (loai).
Lap bang bién thién:
X 0 10 30
Vi(x) " 0 -

16 000
0 0

Vay dé thé tich cla chiéc hdp 1a 1&n nhét thi d6 dai canh cla cac hinh vudng nhé phai cat
la 10 cm.

) Luyén tdp 1. Tim gia tri [&n nhét va gia tri nhd nhat (néu cé) clia cac ham sé sau:

a) y =v2x - x?; b) y=—X+L1 trén khodng (1; +oo).
X —

2.CACH TiM GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI v}

NHO NHAT CUAHAM SO TREN MOT POAN 21

) #o2. Hinh thanh céac bwéc tim gia tri I&n nhat va gia tri M=c------4

nhoé nhat cia ham sé trén mét doan /1 \ i
Xét ham s6 y =F(x)=x*—2x2+1 trén doan [-1; 2, v&i 1/ 9| T 2 X
d thi nhw Hinh 1.16. =11
a) Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhd nhat ciia ham sé trén (20

doan [-1; 2]. Hinh 1.16

17



b) Tinh dao ham f(x) va tim cac diém x € (-1, 2) ma f'(x) =0.

c) Tinh gia tri cia ham sé tai hai ddu mut clia doan [-1; 2] va tai cac diém x da tim & cau b.
So sanh sb nho nhéat trong cac gia tri nay voi [rr}.ig]f(x), sb I&n nhét trong cac gia tri nay
véi maxf(x). |

[-1:2]

Gia sl y = f(x) la ham sé lién tuc trén [a; b] va cé dao ham trén (a; b), cb thé triv ra tai
mét s6 hitu han diém ma tai d6 ham sé khéng c6 dao ham. Gia st chi ¢6 hiru han diém
trong doan [a; b] ma dao ham f'(x) bang 0.

Céc bwéc tim gia tri I¢n nhat va gia tri nhd nhat cia ham sé f(x) trén doan [a; b]:

1. Tim cac diém x,, x,,..., x, € (a; b), tai d6 f'(x) bang 0 hodc khéng ton tai.

2. Tinh f(x,), f(X,),..., f(x,), f(a) vaf(b).

3. Tim s6 1&n nhat M va sé nhé nhat m trong céc sé trén. Ta cé:

M =maxf(x); m=minf(x).
= (x) il (x)

) Vidu 4. Tim gia tri |&n nhét va gia tri nhé nhéat cla ham s y = x* — 4x? + 3 trén doan [0; 4].
Giai
Taco: y'=4x° —8x:4x(x2 —2); y' =0 & x =0 hodc x = /2 (vi x [0; 4]);
y(0)=3; y(4)=195; y (V2) = 1.
Do dé: maxy = y(4)=195; miny = y(«/ﬁ) =-1.
[0;4] [0: 4]
) Vi du5. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhd nhat clia ham s6 y = sinx + cos x trén doan [0; 2x].
Giai
Tacd: y'=cosx-sinx; ¥y =0 cosx=sinx < x :% hoac x :E;r_n (vi x € [0; 2xr]);
5
y(0)=1 y(2m)="1, y(g) =~/2; y(f} = 2.
. m . bn
Dodd:maxy=y|—|=v2; miny=y| — |=—-+2.
[O;ZTE]y y(4j \/_ [OJZTE]y y[ 4 ) J_
Y Luyén tip 2. Tim gié tri I&n nhat va gié tri nhd nhét clia cac ham sé sau:
a) y =2x° - 3x* +5x + 2 trén doan [0; 2]; b) y =(x+1)e™ trén doan [-1; 1].
) Vin dung. Gia st sv 18y lan ctia mét loai virus & mét dia phwong c6 thé dwoc md hinh hoé

bang ham sé N(t)=—-t* +12t?, 0<t <12, trong @6 N la sb ngu®i bi nhiém bénh (tinh bang
trdm nguoi) va t la thoi gian (tuan).

a) Hay woc tinh sb6 ngudi téi da bi nhiém bénh & dia phwong do.

b) Dao ham N'(¢) biéu thi tbc d6 lay lan cta virus (con goi la tc d6 truyén bénh). Hai virus
sé& lay lan nhanh nhét khi nao?

18
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1.10. Tim gid tri I&n nhat va gia tri nhd nhéat (néu co6) clia cac ham sé sau:
a)y=-—x"+4x+3;
b) y =x> —2x* +1 trén [0; +x);

2
) y =LX1+3 trén (1, +oo);

d) y =\ax-2x2.
1.11. Tim gia tri I&én nhét va gia tri nhé nhat (néu c6) cua cac ham sé sau:
) y=X —2x" +8
b) y =xe™;
€] y=%Inx
d) y=vx-1+3-x.
1.12. Tim gia tri I&n nhat va gié tri nhd nhéat cla cac ham sé sau:
a) y =2x° —6x +3 trén doan [-1; 2];
b) y = x* —3x* + 2 trén doan [0; 3];
¢) y = x—sin2x trén doan [0; =];

d) y =(x* - x)e” trén doan [0; 1]

1.13. Trong céc hinh chi nhat ¢ chu vi 1a 24 cm, hay tim hinh chir nhat cé dién tich Ién nhat.

1.14. Mét nha san xuat mudn thiét ké mét chiéc hdp cod dang
hinh hép chi* nhat khéng c6 nap, cd day |1a hinh vuéng h
va dién tich b& mat bang 108 cm? nhw Hinh 1.17. Tim C
céac kich thuéc clia chiéc hop sao cho thé tich cia hop la /,’/
I&n nhét. S .
: X
Hinh 1.17

1.15. Mét nha san xuét can 1am ra nhirng chiéc binh c6 dang hinh tru v&i dung tich 1 000 cm?.
Mat trén va mat dwdi clia binh dwoc lam bang vat liéu co gia 1,2 nghin déng/cm?, trong
khi mét bén cla binh dwoc 1am bang vat liéu cé gia 0,75 nghin déng/cm2 Tim cac kich
thwée clia binh dé chi phi vat liéu sdn xuat méi chiéc binh la nhd nhét.

19



PUGNG TIEM CAN

cUA PO THI HAM SO

THUATNGD' | KIEN THU'C, KINANG

* Tiém cén ngang Nhan biét hinh &nh hinh hoc ciia dwérng tiém can ngang, dwérng tiém can
» Tiém candirng | dirng, dwong tiém can xién ctia dd thi ham sé.

» Tiém cén xién :

Gia st khéi lwong con lai cia mét chat phéng xa v 4
(gam) sau ¢ ngay phan ré dwoc cho béi ham sbé

m(t) =159 15 %

Khéi lwong m(f) thay déi ra sao khi t — +o0? Didu nay o) 7
thé hién trén Hinh 1.18 nhw thé nao?

Hinh 1.18

1. BUONG TIEM CAN NGANG

Z Y 4
) uo1. Nhan biét dwong tiém can ngang (©)

2x+1

Cho ham sé y =f(x)= c6 dé thi (C). Véi x > 0, xét

diém M(x; f(x)) thuéc (C). Goi H Ia hinh chiéu vudng géc ¥ =2 L4

clia M trén dwong thang y =2 (H.1.19). ﬁ iF
a) Tinh khoang cach MH.

\o;

><\V

p e o 2 . i X — +o0?
b) Cé nhan xét gi vé khoang cach MH khi x — +x% Hinh 1.19

Pudng thang y = ¥, 90i la dwong tiém can ngang (goi tat la tiém can ngang) cla dé thi
ham sé y = f(x) néu
lim f(x) =y, hoac lim f(x)= y,.

X—>+o0

y 4 y4 P

AN

Y, y=y, J
Yo Y=Y,

/ \y X 0] X

>

Buong thdng y = y, Ia tiém can ngang Puong thdng y = y, Ia tiém can ngang
cta do thj (khi x — +x). cda do thj (khi x — —x).
Hinh 1.20




3x-2

) Vidu 1. Tim tiém can ngang cla db thi ham s y =f(x) =

+1°
Giai
2
. . xX-2 3-+
Ta co: lim f(x) = lim 1 lim f|‘=3. Twong tw, lim f(x)=3.
X400 X—>400 x2 X4 X—>—e0
Tp—
X

Vay db thi ham s f(x) co tiém can ngang la dwong thang y = 3.

% +1

) Vidu 2. Tim cac tiém can ngang cla dd thi ham sb y =f(x) =
Giai
Ta co: ¥t

im 700 = tim 2 i 2 im /1+i2:1; B
X—>+00 X

X—>+w X—>+0 X X—>+00 X2

2 2 > 4 0] 1 2
iim 7o) = fim XX jim {— X ”J lim [— 1+l]:—1. - 1

£5

X—>—0 X—>—00 X X—>—00 2 X—>—0 X

X

Vay db thi ham sb f(x) c6 hai tiém cdnngang lay=1vay=-1.
Nhan xét. D6 thi ham sé f(x) nhw Hinh 1.21. Hinh 1.21

2x —1

) Luyén tip 1. Tim tiém cén ngang cla dé thi ham sé y = f(x) =

) Vin dung 1. Gidi bai toan trong tinh huéng mé déu.

2.DUONG TIEM CAN DUNG

) #D2. Nhan biét dwdng tiém can dirng ¥
Cho ham sb y=f(x)=ﬁ co db thi (C). V&i x > 1, xét
diém M(x; f(x)) thudc (C). Goi H 1a hinh chiéu vudng goc . . )
clia M trén dwdng thdng x = 1 (H.1.22).

3¢ lammmmaaa-
>y

a) Tinh khoang cach MH. o 1

b) Khi M thay déi trén (C) sao cho khodng cach MH dan
dén 0, c6 nhan xét gi vé tung do ctia diém M? Hinh 1.22

Puong thang x = x, goi la dwdng tiém can ding (goi tat 1a tiém can ding) cua dd thi “
ham s6 y = f(x) néu it nhat mét trong cac diéu kién sau dwoc thoa man:

lim f(x) = +o0; lim f(x) = —o0; lim f(x)=—o0; lim f(x) = +o0.

+ —~ + —~
X—Xg XX X—3Xg X-3Xg
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a) b)
A
3
y ¥
0 X, X (@] X X
. . - ‘ ; _
y=1fx) \ 1. | y=1fx)
\ |«
(N f
W B ‘
!
c) a)
a) va c). Buong thang x = X, la tiem can dung b) va d). Puong thdng x = X, la tiém cén dung
cda db thj (khi x - Xx;). cta db thj (khi x — x;).
Hinh 1.23
@ \ A ~ ’ > A = ~ A 3 - X
» Vidu 3. Tim tiém can dirng cla dd thi ham s6 y = f(x) = Ty
Xd

Giai

Ta co: Iirr; f(x)= Iirr; 3_)2(:+oo. Tuong tu, Iirr; f(x)=—w. Vay d6 thi ham sb f(x) cé
x—-2¢ x—-2" X + x—-27

tiém can dirng 1a dwdng thang x = 2.

2
) Vidu 4. Tim tiém can dirng cla dd thi ham sé y = f(x) = > 2
Giai
x?+2 , )
Ta co: lim f(x)= lim =+owo. Twong tw, lim f(x)=—-w. Vay d6 thi ham so f(x) cb

x—=0" x—0" X x—0"

tiém can dirng 1a dwdng thang x = 0.

2x+1
X—4°
) Vin dung 2. Dé loai bd p% mét loai tdo doc khdi mot hd nudc, ngudi ta woce tinh chi phi bd ra la

) Luyén tip 2. Tim céc tiém can ngang va tiém can dirng cla d6 thi ham sé y = f(x) =

C(p) = —PP_ trigu ddng), vi 0< p <100.
100 -p

Tim tiém can dirng cda dd thi ham sé C(p) va néu y nghia thuc tién clia dwdng tiém can nay.
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3.DU'ONG TIEM CAN XIEN
) #oz. Nhan biét dwdng tiém can xién
Cho ham sb y =f(x)= x—1+i1 c6 dd thi (C) va dwong
X+

thdng y = x — 1 nhw Hinh 1.24.

a) V&i x > -1, xét diém M(x; f(x)) thudc (C). Goi H 1a hinh
chiéu vuéng géc clia M trén dwdng thdng y = x — 1.
C6 nhan xét gi vé khoang cach MH khi x — +00?

b) Ching té réng lim [f(x)—(x —1)]=0. Tinh chét nay thé
hién trén Hinh 1.24 nhw thé nao?

Hinh 1.24

)

#

Pudng thdng y = ax + b (a = 0) goi la dwong tiém can xién (goi tat a tiém can xién) cta

dd thi ham sé y = f(x) néu

lim [f(x)—(ax+b)]=0 hoadc XILrpw[f(x)—(ax+b)] =0.

X—>-+00

/ o 3 / . X;

Puong thdng y = ax + b 14 tiém cén xién Puong thdng y = ax + b 1a tiém cén xién
cia db thi (khi x — +0). ciia db thi (khi x — —w).
Hinh 1.25

® Vidu5. Chohamsb y =f(x)=x+ 5 Tim tiém can xién ctia
X +

d4 thi ham sé f(x).
Giai

Taco: lim [f(x)-x]= lim =0. Twong tu lim [f(x)-x]=0.

X—>+a0 X+ X o4 X—>—o0
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Chu y. Ta biét rang néu dudng thang y =ax + b (a = 0) Ia tiém can xién clia db thi ham s

y =f(x) thi JLer[f(x) —(ax + b)] =0 hodc lim [f(x)—(ax+b)]=0.

Do d6 lim [f(x) (ax + b)] —=0hodc lim [f (ax +b)]- % =,
Tw day suy ra a = lim ) hoac a = lim 1) )
X—>+o0 X X—>—0 X

Khi d6, ta c6 b = lim [f(x)-ax] hodc b= lim [f(x)-ax].

X—r+00 X—>—00

Nguwoc lai, v&i a va b xac dinh nhw trén, dwong thang y = ax + b (a = 0) 1a mét tiém can xién

cla d6 thi ham sé y = f(x). Dac biét, néu a = 0 thi d6 thi ham sb c¢é tiém can ngang.

& 9 i i R - x . L& z X2 —X+2
» Vidu 6. Tim tiém can xién ctia do thi ham s y =f(x) = ——q
X+
Giai
Ta co:
2
a=lim ice s = lim x;—x+2:1;
X—>+0 X X—+w X +X
b= lim [f(x)- x] = lim 2xt2_ .,
X+ x=t0 X 4+ 1
(Twong tw, lim @: , lim [f(x) - x]=-2.)

Vay dé thi ham sé f(x) c6 tiém can xién |a dwéng thang y = x — 2.

Nhan xét. Trong thwc hanh, dé tim tiém can xién clia ham phan thirc trong Vi du 6, ta viét:

2_
:f(x):X—M:X_Z_Fi_
X+1 X+1

Taco: lim [f(x)— (x - 2)] = lim —*— =0;

X—>+00 x40 ¥ 4+

lim [F(x) = (x—2)] = lim ——=0.

X—»—00 X—>—w X +
Do d6, d6 thi ham sé f(x) c6 tiém can xién 1a dwdng thang y = x — 2.

X2 —4x+2

) Luyén tip 3. Tim céc tiém can dirng va tiém can xién ctia dé thi ham sé y = f(x) = 1
-
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_2x
XZ

1.16. Hinh 1.26 1a @b thi cGa ham sé y = f(x)

S dung d6 thi nay, hay:
a) Viét két qua cla cac gi¢i han sau: lim f(x); lim f(x); lim f(x); lim f(x).
X0 X—>+o0 x—>T x—>-1

b) Chi ra cac tiém can cla dé thi ham sb da cho.

¢ ¥ i

yoo T [ prmmmm
i o] | :
i a X

xX=-1 px =i
Hinh 1.26
< 2 5 55 ¥ & 45 R & P 3 by ;s I X2 +2x-3 5
1.17. Buwong thang x = 1 ¢6 phai la tiém can ding cua doé thiham so y = 1 khéng?
X_

1.18. Tim cac tiém can cla db thj cac ham sé sau:

&) _3-x_ o) 232+ x-1
Y= ox 41 Y= vz

1.19. Mét cong ty san xuéat dd gia dung wéc tinh chi phi dé san xuét x (san pham) la
C(x)=2x +50 (triéu déng).
Khi d6 f(x)= ) la chi phi s&n xuét trung binh cho méi san pham. Chirng té réng ham
X
sé f(x) gidm va lim f(x)= 2. Tinh chat nay néi I1&n diéu gi?

1.20. Mét manh vuwén hinh chir nhat cd dién tich bang 144 m2. Biét a6 dai mét canh cla
manh vuon la x (m).
a) Viét biéu thirc tinh chu vi P(x) (mét) ctia manh vuon.

b) Tim c&c tiém can cla dé thi ham sé P(x).
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THUAT NGU

« Chiéu bién thién
+ Bang bién thién
« Cuectr

+ Tiém cén

KHAO SAT SU BIEN THIEN

VA VE DO THI CUA HAM SO

KIEN THU'C, KINANG

« M@ ta so 46 tong quét dé khao sat ham s (tim tap xac dinh, xét chiéu
bién thién, tim cwc tri, tim ti€m can, 1ap bang bién thién, v& d6 thi).

» Khao sat tap xac dinh, chiéu bié,n thién, cwe tri, tiém can, bang bién
thién va vé do thi cia cac ham s6: ham bac ba, ham phan th&c hiru ti

. D thi don gién'. ’ ’ ' ‘
- Tam déi xirng . N‘hén tgiétAtinh doi xtrng (truc doi xrng, tdm doi xrng) ctia do thi cac
« Tryc a8i ximg ham so0 trén.

Mét don vi san xuat hang tiéu dung wéc tinh chi phi dé san 4

xuéat x don vi san pham la C(x) = 2x + 45 (triéu déng). Khi d6,

chi phi trung binh cho méi don vi sén pham la f(x) = @ c)

Hay giai thich tai sao chi phi trung binh giam theo x nhljfng ) X

lubn I&n hon 2 triéu déng/sdn pham. Diéu nay thé hién 5

trén d6 thi clia ham sé f(x) trong Hinh 1.27 nhw thé nao? 0 %

Hinh 1.27

1. SO DO KHAO SATHAM SO

) #o1. Lam quen vé&i viéc khao sat va vé dé thi ham sé

Cho ham sé y = x* — 4x + 3. Thuc hién lan lwot cac yéu cau sau:

a) Tinh y'va tim cac diém tai d6 y'= 0.

b) Xét ddu y’ @& tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién va cuc tri cia ham sé.

c) Tinh lim y, lim y valap bang bién thién ctia ham sé.

X—>—0 X—r+0

d) V& db thi ciia ham sé va nhan xét vé tinh di x(rng ctia dé thi.

So d6 khao sat ham sé y = f(x):

7~

\

1. Tim t&p xac dinh clia ham sé.
2. Khao sat sy bién thién cdia ham sé:
« Tinh dao ham y’. Tim céc diém tai d6 y’ bang 0 hodc dao ham khéng tén tai.
- Xét dau y’ d& chi ra cac khoang don diéu ctia ham sé.
« Tim cwc tri ctia ham sé.
- Tim céc gi&i han tai vé cuc, gidi han vé cuc va tim tiém can cia dé thi ham sé (néu cb).
« Lap bang bién thién cla ham sb.

3. V& db thi ctia ham sé dwa vao bang bién thién.




Chu y. Khi v& db thi, nén xac dinh thém mét sé diém dac biét clia db thi, chang han tim
giao diém cla d6 thi v&i cac truc toa dd (khi cd va viéc tim khéng qué phirc tap). Ngoai ra,
can lwu y dén tinh déi xirng cla dé thi (d6i x(rng tam, d6i xrng truc).

2. KHAO SAT VA VE PO THIHAM SO PATHU'C BAC BA

Trong muc nay, ta sir dung so dé téng quat & Muc 1 dé khao sat sw bién thién va vé dé thi
ctia ham sé bac ba.

Y Vi du 1. Khdo sat sv bién thién va vé dd thi cia ham sb y = —x* + 3x* - 4.
Giai

1.
2.

Tap xac dinh ctia ham sé: R.
Sw bién thién:

Tacéd: y'=-3x> +6x. Vay y' =0 khi x =0 hodc x = 2.

Trén khodng (0; 2), ¥'>0 nén ham s6 dong bién. Trén cac khodng (—w; 0) va (2;+ ),

y' <0 nén ham sé nghich bién trén méi khoang dé.

Ham sé dat cuc tiéu tai x =0, gia tri cwc tiéu y,, =—-4. Ham sb dat cyc dai tai x =2,

gia tri cwe dai y., =0.

X——0 X—>—0 X—>+0 X—>+00

X

x x°

Gidihan tai vé cuc: lim y = lim x° (—1+§—i3):+oo; lim y = lim x* [—1+§—i):—oo.
X

Béng bién thién:

X —o0 +00
y' - 0 - 0 -
’ v / . \
\ 4 e
. B thi (H.1.28): "
Giao diém cla db thj ham sé voi truc tung la diém (0; —4).
Tacoy=0-x*+3x"-4=0(x-2P(x+1)=0 & x=-1 . 4 - s
. . . VB .. Ak #
hodc x = 2. Do d6 giao diém clia d& thi ham sb véi truc hoanh =2 1| "1 11 /2
la cac diém (-1; 0) va (2; 0). bl
Dé thi ham sé c6 tam dbi xirng 1a diém (1; -2).
Chu . D& thi ciia ham sé bac ba y = ax® + bx? + cx + d (a = 0); I\ 4
C6 tam dbi xirng 1a diém c6 hoanh &b thod man y" =0, Hinh 1.28

b
hay x = ——.
y 3a

Khdng cé tiém can.
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) Vi du 2. Khao sat sy bién thién va vé d6 thi cia ham sé y = x* —2x* + 2x - 1.
Giai
1. Tap xac dinh ctia ham sb: R.
2. Suw bién thién:
« Taco: y'=3x*—-4x+2.Vay y'>0véimoix € R.
» Ham s6 ddng bién trén khodng (—oc; + ).

« Ham sé khéng cé cue tri.

+ Gidi han tai vé cyc: lim y = lim x3(1—g+£—i):—oo;

X——00 X——m X X2 X3
lim y = lim x3(1—g+%—i3):+oo.
X—>+00 X—>+0 X X X
« Bang bién thién:
X —00 40
' +
Yy //// +00
—00 y \v
‘ 21
3. Db thi (H.1.29): ‘,
« Giao diém cta db thi ham sé véi truc tung 1a diém (0; —1). 14
« Taco y=0<= x> -2x" +2x-1=0 - % f
Sx-Nx*-x+1)=0x=1. % 3l B %
Do dé giao diém cta d6 thi ham sé v&i truc hoanh la ff ]
diém (1; 0).
. Db thi ham s6 c6 tam d6i xcng 1a didm @-%} g
Hinh 1.29

) Luyén tip 1. Khdo séat sw bién thién va vé do thi clia ham sé y = -2x* + 3x* — 5x.

3.KHAO SAT VA VE DO THIHAM SO PHAN THU'C HO'U Ti

Trong muc nay, ta str dung so d6 tbng quat & Muc 1 dé khao sat sw bién thién va vé
dd thi clia mét sé ham phan thirc hiru ti don gian.

ax+b

a) Ham s6 phan thircy = [c=20,ad-bc=0)
cx+d
) Vi du 3. Khao sat sy bién thién va vé db thi clia ham sb y = = +;.
X —

Giai
1. Tép xac dinh clia ham sé: R\ {2}.
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2. Su bién thién:

« Taco y'=- <0 voi moi x = 2.

(x-2)

« Ham s6 nghich bién trén tirng khodng (—cc; 2) va (2; +).
« Ham sé khéng cé cue tri.

o R . .o xX+1 . . X +1
« Tiémcan: lim y= lim =—o0; lim y = lim = +a0;
X—2" x=2 X —2 X2 x=2" X —2
. .o x+1 . . X+1
lim y = lim =1, lim y = lim =Y,
X—>+m X—t0 X — 2 X——o X——o X — 2

Do do, db thi ciia ham sb co tiém can ding la duwong thang x = 2, tiém can ngang la
dwong thang y = 1.

« Bang bién thién:

X —00 2 +00

'

y . e

Yy 1 +00

3. Db thi (H.1.30):

Ya
« Giao diém cla dd thi ham sé v&i truc tung la 61
diém [o;—lj. o
2 5]
- Giao diém clia d6 thj ham s6 voi truc hoanh la . y:|1 — L —
diem (-1; 0). 6 4 2170 [0 4 & 8%
« Db thi ham sé nhan giao diém /(2; 1) cda hai 2 g
dudng tiém can lam tdm doi xirng va nhan hai 41 ||x
dwong phan giac cla cac goc tao béi hai dwong "
tiém can nay lam truc déi x&rng. Hinh 1.30
ax +

£ (c#0,ad —bc#0):

Chu . Pé thi ciia ham sé phan thirc y =
cx+d

« Nhan giao diém clia tiém can ding va tiém can ngang lam tam ddi xirng;

« Nhan hai dudng phan giac clia cac goc tao bdi hai dwéng tiém can nay lam cac truc dbi xing.

) Luyén tip 2. Gidi bai toan & tinh hubng mé dau, coi f(x) 1a ham sbé xac dinh véi x > 1.
) Vin dung. Mét bé chira ban dau cé 200 lit nwéc. Sau dé, cir mbi phit ngwei ta bom thém
40 lit nwée, ddng thdi cho vao bé 20 gam chat khir trung (hoa tan).
a) Tinh thé tich nwéc va khéi lwong chéat khir trung cé trong bé sau f phut. Tl d6 tinh néng
d6 chét khir triing (gam/lit) trong bé sau f phut.
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b) Coi nbng dd chét khiv tring la ham sb f(t) vai t > 0. Khdo sat sw bién thién va vé do thi
clia ham sé nay.

c) Hay giai thich tai sao néng d6 chat khir trung tang theo t nhwng khéng vwot nguéng

0,5 gam/lit.
o A A » ax2+bx+c » 4 A ] 2
b) Hdm s6 phan thirc y= P (a= 0, p= 0, da thirc t&r khéng chia hét
cho da thirc mau)
, . X —x-1
» Vidu 4. Khao sat va vé g6 thiciaham s6 y = R
X_
Giai
1. Tép xac dinh clia ham sé: R\ {2}.
2. Sw bién thién: Viét y = x +1+ .
2 il
¢ Tacoy'=1-— X I3y 0 XTI g o hosex=3,
(x-2) (x-2) (x-2)

» Trén céc khodng (—; 1) va (3; + ), ¥’ >0 nén ham sb déng bién trén tirng khodng nay.
Trén cac khoang (1, 2) va (2; 3), ¥’ <0 nén ham s6 nghich bién trén tirng khodng nay.

« Ham sé dat cwc dai tai x = 1v&i v, =1; ham sé dat cuc tiéu tai x = 3 v&i y., = 5.

1 1
: X —-x-1 X_1_; L _xXP-x-1
o lmy=Ilm——=Ilm—=2=—0; limy=Im———~=1Im

X0 X X — X300 2 X—3+on X>40 X —2 X400 2

« Tiémcan: lim y = lim (x+1+

X2 X—2"

1 ) . 1
=—ow0; |limy=Ilim|x+1+ = 00 ;
2 x—2" x—2" X -2

X_
lim [y —(x+1)]= lim 12=0;Xlim [y —(x+1)]= lim !

X—r+to X—=too X — ——0 X——o ¥ —

=0.
2

Do d6, db thi ham sé c6 tiém can dirng la dwdng thang x = 2, tiém can xién la dwong thang
y=x+1.

« Bang bién thién:

X | —oo 1 2 3 +o
y' + 0 - - 0 +

y _00/1\_00 +oo\5/+oo

3. D6 thi (H.1.31):

« Giao diém clia db thj ham sé vé&i truc tung 1a diém (O%)

Hinh 1.31
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) Vi du5. Khéo sat su bién thién va vé db thi clia ham sé y =
Giai

2_ — > Y
"—"21=0@x=1T 03c x:1+2J§. Do d6 giao diém clia db thi
X_

5,
ﬂ-ojva(”\g-oj
2 2

Tacoy=0<

ham sé v&i truc hoanh la cac diém [
Db thi ham s6 nhan giao diém /(2; 3) cla hai dwong tiém can lam tam dbi xirng va nhan
hai duwéng phan giac clia céc goc tao bdi hai dwdng tiém can nay lam céac truc déi xirng.
XX +x-2

x+1

1. Tép xac dinh clia ham sé: R\ {-1}.

. Sw bién thién:

Viéty:x—i,tacéy'zﬂ >0 v&i moi x # 1.
X+1

(x+ 1)2

Ham sé déng bién trén tirng khodng (—oo; —1) va (=1; +x).
Ham sé khéng co cuc tri.

2
. . ¥ L= . . |
lim y = lim =———== lim ——X =~ lim y = lim ———= = lim ——X = +w0.

X—>—o0 X—>—o0 X +1 X—>—o0 X—>+00 X400 X +1 X—>+oo

1
X

x—>-1 x—-1 xX+1 P e

P : ' 2 ; . 2
Tiém can: lim y = lim (X——)=+oo; lim y = lim [X——1)=—oo;

2 2
lim|y-x|=Ilm|——|=0; lim|y—-x|[=lm|-——|=0.
X—>+o0 [y ] X—>+w( X+1j X—>—0 [y ] X—)oo( x+1)
Do d6, db thi ham sé c6 tiém can ding la dwdng thang x = —1, tiém can xién 1a dwong
thdng y = x.

Béng bién thién:

X | —o0 -1 +00
: + + I ya //+
+00 +00 N/
—o0 —c0 34
~ 2--
. P& thi (H.1.32): i
Giao diém cla dé thi ham sé véi truc tung la 5 6 x
diém (0; —2).
2 I
Tacé y =0 X X224 x= 2 hotex=1.
Xx+1

Do d6 giao diém cla dd thi ham sé véi truc hoanh
la cac diém (-2; 0) va (1; 0). Hinh 1.32
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D Luyén tip 3. Khao sat sw bién thién va vé db thi cllaham sé y =

32

« D6 thi ham sé nhan giao diém /(-1; —1) cla hai duwéng tiém can lam tdm déi xirng va nhan
hai duwéng phan giac clia géc tao bdi hai duwéng tiém can nay lam cac truc déi xirng.

2
Chu y. D6 thi ciia ham sb phan thirc y = ax_ +bx+c (a=0, p=0, da thirc tr khéng chia

. N X +
hét cho da thirc mau): S

« Nhan giao diém clia tiém can ding va tiém can xién lam tam déi xiéng;

« Nhan hai duwong phan giac cua cac goc tao boi hai dwong tiém can nay lam cac truc
dbi xirng.

—x? + 81
x-2

BAITAP

1.21. Khao sat sy bién thién va vé db thi cia cac ham sé sau:
a) y=—x>+3x+1; b) y=x* +3x% - x-1.

1.22. Khao sat sw bién thién va vé db thi clia cac ham sé sau:
X+3

a - .
)y T x

1.23. Khao sat su bién thién va vé dé thj ciia cac ham sé sau:

R aal
Xx+1'

b) y

2x* —x+4 X2 +2x +1
a)y=———:, b) y=—"—"—
X X+3

1.24. Mét cbec chira 30 ml dung dich KOH (potassium hydroxide) vé&i néng d& 100 mg/ml.
Mét binh chira dung dich KOH khac v&i ndng dé 8 mg/ml dwoc trén vao coc.
a) Tinh néng d6 KOH trong céc sau khi trén x (ml) tir binh chira, ki hiéu la C(x).
b) Coi C(x) 1a ham sb xac dinh v&i x > 0. Khdo sat sw bién thién va vé db thj cua
ham so nay.

¢) Giai thich tai sao ndng dé KOH trong cbc gidm theo x nhung luén Ién hon 8 mg/ml.

1.25. Trong Vat i, ta biét rang khi mac song song hai dién tr& 80,
R, va R, thi dién tré twong dwong R ctua mach dién duoc (-
— X
tinh theo céng thirc R = RiR, (theo VAt Ii dai cuong, NN ——
R+ R, 4
NXB Giao duc Viét Nam, 2016). Hinh 1.33

Gia sir m6t dién tré 8 Q dwoc mac song song voi mét bién tré nhu Hinh 1.33. Néu dién
tr& d6 duoc ki hiéu la x (Q) thi dién tré twong dwong R 1a ham sé cla x. V& dé thi cla
ham sé y = R(x), x > 0 va dwa vao db thi da v&, hay cho biét:

a) bién tré twong duwong cla mach thay déi thé nao khi x tang.

b) Tai sao dién tré twong dwong cla mach khéng bao gio vwot qua 8 Q.



U'NG DUNG DAO HAM DE GIAI al

MOT sO VAN DE LIEN QUAN DEN THUC TIEN '

THUAT NGU : KIEN THU'C, KINANG
» Toc d0 thay dbi tire thoi Van dung dao ham va khdo sat ham sé dé gidi quyét mot so véan
« Baitoan tdi wu hod i delién quan déen thyec tien.

M6t d6i bong déa thi d4u trong mét san van déng co stre chira
55 000 khan gia. V&i gia méi vé Ia 100 nghin ddng, sé khan
gia trung binh la 27 000 ngw&i. Qua tham do dw luan, ngudi
ta thay rang méi khi gia vé giam thém 10 nghin déng, sé co
thém khodng 3 000 khan gid. Hdi ban té chirc nén dat gia vé
l& bao nhiéu dé doanh thu tir tién ban vé la 1én nhat?

1. T6C DO THAY POI CUA MOT DAILUONG

Gia str y 1a mét ham sé cua x va ta viét y = f(x). Néu x thay dbi tir x, én x,, thi sy thay ddi
cuaxla
AX = X, — Xy,
va sy thay dbi twong rng clia y la
Ay =f(x,)-f(x,).
Ay _F06)-1(x)

Tisd =L 5 dwoc goi 1a te dé thay déi trung binh cla y dbi véi x trén doan [ x [ i 2].
X X5 — X,
fix,)—f(x . : 5 £ L. :
Gi¢i han Ilm iﬁ = Xlim % dwoc goi la toc db thay doi tuc thdi cua y ddi voi x tai
2> X1 2 - 1
diém x = X,.

Nhw vay, dao ham f'(a) la tbc d6 thay déi tirc théi clia dai lwong y = f(x) dbi v&i x tai diém
x = a. Dwdi day, ching ta xem xét mét sb (rng dung clia y twdng nay déi véi vat li, hoa hoc,
sinh hoc va kinh té:

- Néu s = s(f) la ham vj tri cGa mét vat chuyén dong trén mét dwéng thang thi v = s'(f) biéu
thi vén toc tiee théi cla vét (toc do thay ddi cua d6 dich chuyén theo thoi gian). Toc do
thay déi tirc thoi clia van toc theo thoi gian la gia toc tlrc thoi cla vat:

a() = v(t) = s"(D.

« Néu C=C(f la nébng dd clia mét chat tham gia phan (rng hoa hoc tai thoi diém ¢, thi C'(H)
la téc dbé phan (ng tire thdi (tlre 1a a6 thay ddi ndng d6) cla chéat d6 tai thoi diém f.

« Néu P=P(f) la sb lwong ca thé trong mot quéan thé ddéng vat hoac thuwc vat tai thoi diém f,
thi P'(t) biéu thj téc db6 tdng truéng tirc thdi cla quan thé tai thoi diém ¢.




« Néu C = C(x) 1a ham chi phi, tirc 1a tbng chi phi khi sén xuét x don vi hang hoa, thi téc d6
thay déi tirc thdi C'(x) cha chi phi d6i v&i sé lwong don vi hang duoc san xuat dwoc goi
la chi phi bién.

« V& y nghia kinh té&, chi phi bién C'(x) x&p xi v&i chi phi dé san xuét thém mét don vi hang
hoa tiép theo, tirc la don vi hang hoa thé x + 1 (xem SGK Toan 11 tap hai, trang 87,
bd sach Két néi tri thire véi cudc séng).

) Vidu1. Khi bd qua strc can clia khéng khi, d6 cao (mét) clia mét vat dwoc phong thang dirng

lén trén tr diém cach mat dat 2 m véi van téc ban dau 24,5 m/s 1a h(t) = 2 + 24,5t — 4,9t
(theo V&t Ii dai curong, NXB Giao duc Viét Nam, 2016).

a) Tim van tdc cla vat sau 2 gidy.

b) Khi nao vat dat do cao Ién nhat va dé cao I&én nhat dé 1a bao nhiéu?

c) Khi nao thi vat cham déat va van téc cla vat lic cham dat 1a bao nhiéu?

Giai

a) Theo ¥ nghia co hoc clia dao ham, van téc cla vat la v = h'(t) = 24,5 - 9,8f (m/s).
Do d6, van téc cla vat sau 2 giay la v(2)=24,5-9,8-2=4,9 (m/s).

b) Vi h(f) 1a ham sé bac hai c6 hé sé a = 4,9 < 0 nén h(f) dat gia tri |&n nhét tai

t= —23 - 224—;159 = 2,5 (gidy). Khi d6, 36 cao I&n nhat clia vat 1 h(2,5) = 32,625 (m).
a -4,

¢) Vat cham dat khi d6 cao bang 0, tlrc 1a h =2+ 24,5t — 4,9t* =0, hay t ~ 5,08 (giay).
Van téc clia vat lic cham dat 1a v(5,08) = 24,5 - 9,8 -5,08 = —25,284 (m/s).

Van téc am chirng t chiéu chuyén déng clia vat 1a ngwoc chiéu duwong (hwéng 1&n trén)
cuia truc d& chon (khi 1ap phwong trinh chuyén déng clia vat).

) Vi du 2. Gid st s6 lvong ciia mét quan thé ndm men tai méi trwedng nudi cdy trong phong

34

thi nghiém dwoc md hinh hoa bang ham sé P(t) = rywer trong do6 thdi gian t dwoce tinh
+e?

bang gi¢r. Tai thoi diém ban dau = 0, quan thé c6 20 té bao va tang voi téc do 12 té bao/gid.
Tim cac gia tri cGia a va b. Theo mé hinh nay, diéu gi xay ra véi quan thé nAm men vé 1au dai?
Giai

0,75ae *"°'
(b + @ 05t )2 ’

Theo dé bai, ta c6: P(0) = 20 va P(0) = 12. Do d6, ta cd hé phuong trinh:

Tacéd: P'(t)= 2,

a
mZZO a:20(b+1)

<1415
0,7_582:12 m:‘IZ
(b+1) +

Giai hé phuong trinh nay, ta dwoca=25va b= %



18,75¢ °™

Khi @6, P'(t) = ~>0,Vt >0, tlrc 1a s6 lwong quan thé ndm men ludn tang.
-0,75¢
—+e
4
“a . . 25 ~ F Y A z Fe o
Tuy nhién, do 1fllm P(t) :tllm — =100 nén sO lvong quan thé nam men tang nhwng
—>—o0 ——+0 _0.75¢
—+e"

khong vurot qua 100 té bao.
) Vi du 3. Gia st chi phi C(x) (nghin ddng) dé san xuét x don vi clia mét loai hang hoé nao d6
dwoc cho bdi ham sé C(x) =30 000+ 300x —2,5x” + 0,125x°.
a) Tim ham chi phi bién.
b) Tim C'(200) va giai thich y nghia.
c) So sanh C'(200) v&i chi phi san xuét don vi hang hoa thir 201.
Giai
a) Ham chi phi bién la C'(x) =300 -5x + 0,375x".
b) Ta cé: C’'(200)=300-5-200 +0,375-200* =14 300.
Chi phi bién tai x = 200 la 14 300 nghin déng, nghia la chi phi dé& san xuéat thém mét
don vi hang hoa tiép theo (don vi hang hoa thir 201) |a khoang 14 300 nghin déng.
c) Chi phi san xuét don vi hang hoa thir 201 la
C(201) — C(200) = 1 004 372,625 — 990 000 = 14 372,625 (nghin d6ng).
Gia tri nay x&p xi v&i chi phi bién C'(200) d& tinh & cau b.
Y Vi du 4. D& loai bd x% chét gay 6 nhidm khéng khi ttr khi thai clia mét nha may, ngudi ta wéc
tinh chi phi can bé ra la
300x

C(x)= o e (triéu ddng), 0 < x < 100.

Khao sat sw bién thién va vé dé thj clia ham sé y = C(x). Tir do, hay cho biét:
a) Chi phi can b ra sé thay dbi nhw thé nao khi x tdng?
b) Co6 thé loai bd dwoc 100% chat gay 6 nhiém khong khi khéng? Vi sao?
Giai

300x

Xétham so y = C(x) = , 0<x<100.
100 - x
Ta cé:
. y’:&ooz>0, véi moi x [0; 100).
(100 - x)

Do d6 ham s6 luén dong bién trén nlva khodng [0; 100).

© lim C(x)= lim 20X

— oo, N&N @b thi ham sb c6 tiém cén ding 1a x = 100.
x—100" x=1000 100 — x




Béng bién thién:

X 0 100
C'(x) -
C(x) /' e
0
D6 thi ham sé nhw Hinh 1.34. y 4
a) Chi phi can bd ra C(x) sé luén tang khi x tang. 800 1
b) Vi lim C(x)=+x (ham sé C(x) khéng xac dinh 700+
x—100"
khi x = 100) nén nha may khéng thé loai bé 100% 6001
chéat gay 6 nhiém khéng khi (du b ra chi phi la bao
nhiéu di chang nira). 500t
Y Luyén tip 1. Khi mau di chuyén tir tim qua céac déng 400 1
mach chinh réi dén cdc mao mach va quay tré lai ol
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qua cac tinh mach, huyét ap tam thu (tec la ap lwc
cdia mau lén dong mach khi tim co bop) lién tuc giam 2001

xudng. Gia sir mot ngwdi co huyét &p tadm thu P (tinh 100l |

bang mmHg) dwoc cho bé&i ham sé ol
2 t } + >
Pty=25C+125 o 4 4o 100 [ 100] 200 300 X
t°+1 -100+
trong @6 thi gian ¢ dwoc tinh bang gidy. Tinh téc dd
thay déi ctia huyét ap sau 5 giay ké tir khi mau réi tim. Hinh 1.34

2. MOT VAI BAI TOAN TOI U'U HOA BON GIAN

Mét trong nhirng (rng dung phé bién nhat ciia dao ham |a cung cip mét phwong phap téng
quat, hiéu qua dé gidi nhitng bai toan téi wu hoa. Trong muc nay, ching ta sé& gidi quyét
nhirng van dé thwdng gap nhw téi da hoa dién tich, khéi lwong, loi nhuan, cling nhw téi thiéu
hoa khoang cach, thoi gian, chi phi.

Khi gidi nhitng bai toan nhuw vay, khé khan Ién nhat thwong la viéc chuyén déi bai toan
thuc té cho bang I&i thanh bai toan téi wu hoa toan hoc bang cach thiét 1ap mét ham sé
phu hop ma ta can tim gia tri I&n nhéat hoac gia tri nhé nhéat cta nd, trén mién bién thién
phu hop cla bién sé.

Quy trinh gidi mét bai toan téi wu hoa:

Buéc 1. Xac dinh dai lwong Q ma ta can 1am cho gia tri cda dai lwong 4y 1én nhéat hodc nhé
nhéat va biéu dién né qua cac dai lwong khac trong bai toan.



Buée 2. Chon mét dai lwong thich hop ndo dé, ki hiéu la x, va biéu dién cac dai lwong khac
& Budc 1 theo x. Khi d6, dai lwong Q sé& 1a ham sé cla mét bién x. Tim tap xac dinh clia ham
s6 Q= Qx).

Buéc 3. Tim gid tri Ion nhat hodc gia tri nhé nhat ctia ham sé Q = Q(x) bang cac phuong
phap da biét va két luan.

) Vi du 5. Mot nha san xuét can lam nhitng hép dwng hinh tru cé thé tich 1 lit. Tim cac kich
thwée clia hdp dwng dé chi phi vat liéu dung dé san xuét [a nhé nhat (két qué dwoc tinh theo
centimét va [am tron dén chiv s thap phan thi hai).

Giai

Péi 1 lit = 1 000 cmd.

Goi r (cm) |a ban kinh day cua hinh tru, h (cm) 1a chiéu cao cua hinh tru.

Dién tich toan phan cla hinh tru 1a: S = 2nr? + 2nrh.

Do thé tich cta hinh tru 1a 1 000 cm? nén ta ¢6: 1000 =V = nr?h, hay h = L 020.
nr
L pa . . A e s N , 2000
Do 46, dién tich toan phan cua hinh tru la: S =2x7r° + dr = 0.
r
Ta can tim r sao cho S dat gia tri nhé nhat. Ta co:
3 —
§=an 290 _ 30 ~2000. 5 _ g o nr =500 & r = 320,
r f s
Béng bién thién:
, 0 ,/900 .
T
S(n = 0 N
S(n) +00 400
T
Khi dé:h=1020= 1000 _ 100 _
L i/250 000 3/250n
mkiaaliaraad
T

Vay can san xuét cac hép dwng hinh tru cé ban kinh day r = 3‘/500 ~ 5,42 (cm) va chiéu cao
T

he—199 10,84 (cm).

250n

Chu y. Tl 16i gidi Vi du 5 ta thay: Néu hinh tru c6 thé tich V khéng déi thi dién tich bé mat
cda hinh tru nhoé nhat khi chiéu cao bang dwdng kinh day.
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) Luyén tip 2. Anh An chéo thuyén tir diém A trén bo mét con <3 km-

séng thang rong 3 km va muén dén diém B & bd dbi dién cach
8 km vé phia ha lwvu cang nhanh cang tét (H.1.35). Anh An
co6 thé cheéo thuyén truc tiép qua song dén diém C rdi chay
bd dén B, hoac anh cé thé chéo thuyén thang dén B, hodc
anh cling cé thé chéo thuyén dén mét diém D nao dé gitra C
va B réi chay bd dén B. Néu van téc chéo thuyén Ia 6 km/h
va van téc chay bé la 8 km/h thi anh An phai chéo thuyén
sang b&o & diém nao dé dén dwoc B cang som cang t6t?
(Gia st rang van téc clia nwdc 1a khdng dang ké so véi van
tbc chéo thuyén clia anh An).

Hinh 1.35

Nhac lai rdng néu C(x) |a ham chi phi, tirc 1a chi phi sén xuét x don vi clia mét sdn phdm nao
dé, thi chi phi bién 1a tbc d6 thay dbi cha C dbi véi x, tire 1a dao ham C'(x).
Goi p(x) la gia ban mbi don vi ma céng ty cé thé tinh néu ban x don vi. Khi d6, p dwoc goi |1a
ham cau (hay ham gid) va chung ta mong doi d6 1a mét ham gidm cla x. Néu x don vi dwoc
ban va gia moi don vi la p(x) thi tong doanh thu la
R(x)=x-p(x)

va R(x) dwgc goi la ham doanh thu. BPao ham R'(x) cua ham doanh thu dwoc goi la ham
doanh thu bién va la tbc d6 thay ddi clia doanh thu déi véi sé lwong don vi san pham ban ra.
Néu x don vi dwoe ban, thi tdng loi nhuan la

P(x) = R(x) — C(x)

va P(x) dwoc goi la ham loi nhuén. Ham loi nhuén bién la dao ham P'(x) cia ham loi nhuan.

) Vi du 6. Giai bai toan trong tinh huéng mé déu.
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Giai

Goi p (nghin déng) 1a gia cliia méi vé; x 1a sé khan gid mua vé. Ta can xac dinh ham cau
p = p(x). Theo gid thiét, tbc do thay ddi clia x ti 1& véi tbc dd thay dbi cla p nén ham sé
p = p(x) 1a ham sé bac nhét.

Gia vé p, = 100 (rng V6 x, = 27 000 va gid vé p, = 90 (rng v&i x, = 27 000 + 3 000 = 30 000,

Do dé, phwong trinh dwéng thang p = ax + b di qua hai diém (27 000; 100) va (30 000; 90)
< 100-90 1
la p-100= x —27 000), hay p—100=-——(x—-27 000),

¥ 27100030 000 ), hay p 300 )

trc la x =-300p + 57 000.

Ham doanh thu tir tién ban vé la
R(p) = px = p(-300p + 57 000) = -300p* + 57 000 p.

Ta can tim p sao cho R dat gia tri I&n nhat. Ta co:
R'(p)=-600p +57 000; R'(p)=0< p=95.



Bang bién thién:

P 0 95 oo

R'(p) + 0 —

R(p) 2 707 500
0 / \

Vay voi gid vé 1a 95 nghin ddng mét vé thi doanh thu ban vé 1a Ién nhét.

—C0

) Vi du 7. Mét nha phan tich thj truéng 1am viéc cho mét cong ty san xuét thiét bi gia dung nhan
thay rang néu céng ty san xuét va ban x chiéc may xay sinh té hang thang thi lgi nhuan thu
dwoc (nghin déng) 1a

P(x)=-0,3x*+36x* +1800x — 48 000.
Khao séat sy bién thién va vé dé thi ham sé y = P(x), x> 0. S&r dung do thi da vé dé tra 1oi
cac cau hoi sau:
a) Khi chi sén xuét mét vai may xay sinh té, cdng ty sé bi 16 (vi IUc nay Ioi nhuan am). Hoi
hang thang cong ty phai san xuét it nhat bao nhiéu chiéc may xay sinh t6 dé hoa vén?
b) Loi nhuan 1&n nhat ma céng ty cé thé dat dwoc la bao nhiéu? Céng ty c6 nén san xuét
200 chiéc may xay sinh té hang thang hay khéng?
Giai
Xétham sé y =P (x)=-0,3x" +36x +1800x - 48 000, x >0.
Ta cé:
» ¥'=P'(x)=-0,9x*+72x+1800; y'=0 < x =100 (vi x = 0).
P'(x) >0 v&imoi x [0;100), P’(x) <0 v&i moi x &(100;+e0).
Do a6 ham s6 dong bién trén nira khoang [0; 100) va nghich bién trén khodng (100; + ).

Tai x =100, ham s6 dat cwc dai va y, = y(100) =192 000.

+lim P(x)=—o.

X+

Bang bién thién:

X 0 100 o0
P(x) + 0 -
P(x) 192 000
—48 000 / \ —0
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Pé thi ham sé nhw Hinh 1.36 (& day ta
|4y mét don vi trén truc hoanh bang 1 000
don vi trén truc tung).

Twr d6 thi d& vé suy ra:

a) D6 thi xuét phat tir diém (0; — 48 000),
& phia dwéi truc hoanh (tlrc la cong ty
dang bi 16), va giao v&i truc hoanh
tai diém dau tién co6 hoanh dd x = 20.
Do d6, hang thang céng ty can san
xuét it nhat 20 chiéc may xay sinh té dé
hoa vén.

b) Tr @6 thi ta thay khi san xuat hon
100 chiéc may xay sinh t6 méi thang
thi cang san xuét nhiéu loi nhuan
cang giam. Do do, céng ty khéng nén
sdn xuét 200 chiéc may xay sinh t6
hang thang.

200 000
192 000
180 000

160 000
140 000
120 000
100 000
80 000
60 000
40 000
20 000

L Ll L L.

—40 -20

—-20 000 |

—-40 000
—60 000

20 40

¥ _48 000

60 80100 1201

1 1 1 S

40 160180 X

Loi nhuan lon nhat ma cong ty co thé thu duoc 1a ye, = ¥ (100) =192 000 (nghin ddng),
tlrc 1a 192 triéu dbng, dat dwoc khi sén xuét dung 100 chiéc may xay sinh té méi thang.

» Vin dung. M6t nha san xuét trung binh ban dwoc 1 000 ti vi man hinh phang méi tuan véi gia
14 triéu déng mét chiéc. Mét cude khao sat thi trwdng chi ra rang néu cr gidm gia ban 500
nghin déng, sé lwvong ti vi ban ra sé tdng thém khoang 100 ti vi méi tuan.
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a) Tim ham céau.

b) Céng ty nén gidm gié bao nhiéu cho ngu¢i mua dé doanh thu |a Ién nhéat?

¢) Néu ham chi phi hang tuan la C(x) = 12 000 — 3x (triéu déng), trong do x la sé ti vi ban ra
trong tudn, nha san xuat nén dat gia ban nhw thé nao dé loi nhuan la Ién nhat?

BAITAP

1.26. Gia sir mot hat chuyén déng trén mét truc thang dirng chidu dwong huéng 1én trén sao

cho toa d6 cta hat (don vi: mét) tai thei diém ¢ (gidy) la y =1* —12t + 3, t > 0.

a) Tim cac ham van téc va gia tbc.

b) Khi nao thi hat chuyén d6ng 1&n trén va khi nao thi hat chuyén déng xuéng dui?

c) Tim quang dwong hat di dwoc trong khoang thoi gian 0 <£< 3.

d) Khi ndo hat tang té¢? Khi nao hat giam téc?



1.27. Gia st chi phi (tinh bang tr&m nghin déng) dé& san xuét x don vi hang hoa nao d6 |a:
C(x)=23 000 +50x - 0,5x* + 0,00175x°.
a) Tim ham chi phi bién.
b) Tim C'(100) va giai thich y nghia cua né.
c) So sanh C'(100) véi chi phi san xuat don vi hang hoa thir 101.

1.28. Nguei quén li ciia mét khu chung cw ¢d 100 c&n hd cho thué nhan thdy rang tat ca cac
can hé sé cé nguei thué néu gia thué mét can hé |a 8 triéu ddng mét thang. Mét cudce khao
sét thi trwéng cho thay rang, trung binh ci mdi 1an tang gié thué can hd thém 100 nghin
déng thi sé co thém mét can hd bi bé tréng. Ngwdi quan li nén dat gia thué méi can hé la
bao nhiéu dé doanh thu I I6n nhat?

1.29. Gia st ham cdu dbi véi mét loai hang hoa dwoc cho béi cong thire
354

=——— x>0,
1+0,01x

p

trong d6 p l1a gia ban (nghin déng) ctia mbi don vi sén pham va x la sé lwong don vi san

phadm d4 ban.

a) Tim céng thirc tinh x nhw 1a ham sé cha p. Tim tap xac dinh ctia ham sé nay. Tinh sbé
don vi sé&n phdm da ban khi gia ban ctia mdi don vi sdn pham la 240 nghin déng.

b) Khdo sat s bién thién va vé do thi clia ham s6 x = x(p). Tlr d6 thi da vé, hay cho biét:
— S6 lwong don vi s&n pham ban duoc sé thay déi thé nao khi gia ban p tang;

— Y nghta thuc tién cla gioi han lim x(p).
p—0*
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BAI TAP CUOI CHUONG |

A-TRAC NGHIEM
1.30. Cho ham sé y = f(x) c6 dao ham trén khoang (a; b). Phat biéu nao dwdi day 1a ding?
A. Néu f'(x)>0 v&i moi x thudc (a; b) thi ham sb y = f(x) dong bién trén (a; b).
B. Néu f'(x)> 0 véi moi x thudc (a; b) thi ham sé y = f(x) déng bién trén (a; b).
C. Ham sb y = f{x) @ong bién trén (a; b) khi va chi khi f'(x)> 0 v&i moi x thudc (a; b).
D. Ham sb y = f{x) déng bién trén (a; b) khi va chi khi f'(x) > 0 v&i moi x thudc (a; b).
1.31. Ham sé nao sau day nghich bién trén R?
A.y=-x*+3x"-9x. B.y=-x"+x+1.
C.y=x—_1. D. y =2x> +3x + 2.
X—2
1.32. Ham sé nao dwéi day khong cb cuc tri?
A.y=|x. B. y=x* C.y=-x*+x. D.yzzx_1
X +1
1.33. Gié tri cuwc tiéu ciia ham sé y = x*Inx |a
A.l. B.—l. C.—i. D.l.
g E 28 25
1.34. Gia tri I&n nhéat clia ham sb y = (x—2)2 -e* trén doan [1; 3] 1a
A. 0. B.e’. C.e*. D. e.
1.35. Cho ham sé y =f(x) thod man: lim f(x)=1; lim f(x)=1; lim f(x)=2va lim f(x)=2.

x—2" X—2" X—»—o0 X400

Khang dinh nao sau day |a dung?

A.
B.
C.

Pudng thadng x = 2 1a tiém can dlrng clia db thi ham sb.
Pudng thang y = 2 |a tiém can ngang clia d6 thj ham sé.

Pudng thang y = 1 |a tiém can ngang cla d6é thj ham sé.

D. Puong thang x = 2 a tiém can ngang cla db thi ham sé.

X2 +2x-2 .

1.36. Tiém can xién cla dé thihamsé y=—"-"""" 13

A.

\

X+2

y=-2. B. y=1. C.y=x+2. D. y=x.



1.37. Cho ham sb y =f(x) xac dinh trén R\ {1 3}, lién tuc trén mai khodng xac dinh va cé

bang bién thién nhu sau:

X —00 1 2 3

+c0

f(x) - S 0 + +

Khang dinh nao sau day la sai?
A. Puong thang y = 1 1a tiém can ngang cla dé thi ham sé d& cho.

B. Budng thdng y = -1 1a tiém can ngang cla dé thi ham sé da cho.

C. Budng thang x = 3 1a tiém can dirng clia d6 thi ham sé da cho.

D. Buéng thang x = 1 1a tiém can dirng cha d6 thi ham sé da cho.

1 7 o0 1
f(x) \_1 \5/+ _4/

. X p y
1.38. D6 thi trong Hinh 1.37 la d6 thi ciia ham soé:
foy X2 o 22X
X+1 : X+1°
2
X -1 X+3 ,
. y:— ] y: : -
X+1 128 A1
= 0 X
Hinh 1.37
1.39. D6 thi trong Hinh 1.38 la @b thi ctia ham sé: | ™
1 2x+1 \L S
A y=x———0. = . 2~
xX+1 X +1
K> 1
2 2 T r
C. y:X——X-I-1. D. _)/:LX_'_1 :_1 _11 X
x+1 x+1 :
-2
Lt -1-3
i Hinh 1.38
B-TU LUAN
1.40. Xét chiéu bién thién va tim céc cwe tri (néu cd) cla cac ham sé sau:
a)y=x>-3x>+3x-1, b) y = x* —2x* —1;
2x -1 X*+2x+2
c) y= ; dy=——"7—.
3x+1 x+1

43



44

1.41. Tim gia tri I&n nhat va gia tri nhd nhat (néu c6) clia cac ham sé sau:

a)y= §X+; trén ntra khodng [2;+ «); b) y =v2-x°.

1.42. Tim cac tiém can ctia méi dd thj ham sé sau:
3x-2 ® +2%—1
a) y= ; b) y=———.
L A v
1.43. Khao sat sw bién thién va vé dé thj ciia cac ham sé sau:
2
a) y=-x>+6x>-9x+12; b)y:2X_1; ¢ y=2 —2X
X +1 x-1

1.44. Xét mét thau kinh héi tu co

tieu cy f (H.1.39). Khoang cach

p tlr vat dén thau kinh lién hé

véi khodng céach g tir anh dén
thau kinh béi hé thirc:

p g f

a) Viét cong thirc tinh g = g(p) nhu mét ham sé clia bién p e (f; + ).

b) Tinh cac gi®i han JLrpwg(p); ,!Tf‘ g(p) va gidi thich y nghia cac két qua nay.

c) Lap bang bién thién ctia ham s6 q = g(p) trén khoang (f; + ).

1.45. Dan sé ctia mdt quéc gia sau t (ndm) ké tir ndm 2023 dwoc wéc tinh bdi cong thire:
N(t) =100e”"* (N(t) dwoc tinh bang triéu ngwdi, 0 < t < 50).

a) Uéc tinh dan sé cda quéc gia nay vao cac nam 2030 va 2035 (két qua tinh bang triéu
ngwi, lam tron két qua dén chir sé thap phan thir ba).

b) Xem N(f) 1a ham sé cla bién sé ¢ xac dinh trén doan [0; 50]. Xét chiéu bién thién clia
ham s6 N(f) trén doan [0; 50].

c) Pao ham clia ham sé N(f) biéu thi téc d6 tang dan sé ctia qudc gia d6 (tinh bang triéu

ngudi/nam). Vao ndm nao tbc d6 tdng dan sé cha qubc gia dé 1a 1,6 triéu ngwdi/nam?

1.46. Mot duwong day dién dwoc ndi tir mot nha may dién & A dén mét hon dao & C nhu
Hinh 1.40. Khoang céch tir C dén B la 4 km. B& bién chay théng tir A dén B véi khoang
cach la 10 km. Téng chi phi l1ap dat cho c
1 km day dién trén bién la 50 triéu dong,
con trén dat lién 1a 30 triéu déng. Xac

dinh vi tri didm Mtrén doan AB (@iémnéi T KT

day tir dat lién ra ddo) dé téng chi phi

|&p dat 1a nho nhét. B L 2
Hinh 1.40



CHUONG Ii

VECTO VA HE TRUC TOA PO
TRONG KHONG GIAN

Vecto' trong méat phéng 1a mét cong cu hiru hiéu dé&
biéu dién cac déi twong hinh hoc va cac dai lwong

co huwdng trong mat phén-g. V@i muc dich twong tw,

nguoi ta cing dwa ra khai niém vecto trong khong

gian. Khai niém nay la co s& dé xay dung toa do

trong khéng gian, tir 6 cho phép dai sé hoa cac bai

toan hinh hoc khéng gian va gidi quyét ching bang

cac bién déi dai sb.

To tién 200 Pho-rang cua Thuy ST goilén
hinh é@nh vé mét hé toa doé trong khéng gian.

THUAT NGUr { KIEN THU'C, KiNANG
Vecto trong khéng gian « Nhan biét vecto trong khéng gian.

+ Nhan biét va thuc hién cac phép toan vecto trong khong gian.

O 16p 10, ta da biét vé vecto trong mat phang
va biét st dung vecto dé biéu thj cac dai lwong
c6 huéng va dé lén trong mat phang, vi du
nhw van téc hay lwc. Déi véi cac dai lwong co
hwdng trong khéng gian, ta co thé siv dung
vecto dé biéu dién ching hay khéng? Cac phép
toan vecto trong trwdng hop nay giéng va khac
nhw thé nao vdi cac phép toan vecto trong
mat phang?

Hinh 2.1. Cac mdi tén chi duong goi lén
hinh énh vé vecto trong khéng gian.




1. VECTO TRONG KHONG GIAN

) #o1. Nhan biét vecto trong khong gian
Trong Hinh 2.2, lwc cang day (dwoc tao ra bdi sirc nang cua
kién hang) dwoc thé hién béi cac doan thang cé mdi t&n mau dé.

a) Céc doan thang nay cho biét gi vé hwéng va dé 1én clia cac
lwc cang day?

b) Cac doan thdng nay ¢é cling nam trong mét mat phang khéng?

Hinh 2.2

« Vecto trong khéng gian la moét doan thang cé hwéng.

« Do dai cta vecto trong khdng gian la khoang cach gitra diém dau va diém cubi cla
vecto do.

NT] " P = " -
@ Hinh 2.3 cho ta vi du vé mét so dai lwong cé thé dwoc biéu dién béi vecto trong khéng gian.

Hay tim thém mét sé vi du twong tw.

Hinh 2.3. Van toc gi6 va van téc ctia méy bay c6 thé duoc biéu dign béi vecto trong khéng gian.

Chu . Twong tu nhw vecto trong mat phang, déi véi vecto trong khdng gian ta cling ¢ cac
ki hiéu va khai niém sau:
- Vecto co diém dau la A va diém cudi la B duoc ki hiéu la AB.

- Khi khéng can chi ré diém dau va diém cudi cla vecto thi

W)

vecto con dwoc ki hiéu la a, b, X, ¥, ...

- D6 dai clia vecto AB dwoc ki hidu la |AB|, a6 dai cha d

vecto @ dwoc ki hiéu la |al. ’
N N . . ) Hinh 2.4. Buong thang d
- DPuwong thang di qua dieém dau va diem cudi cia mét vecto la gié caa vecto &.

duwoc goi la gia cua vecto do (H.2.4).
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) Vidu1. Cho tlr dién ABCD c6 d6 dai mbi canh bang 1 (H.2.5).
a) C6 bao nhiéu vecto cé diém dau 1a A va diém cubi 1a mot
trong cac dinh con lai cua t&r dién?
b) Trong cac vecto tim dwoc & cau a, nhirng vecto nao co
gia nam trong mat phang (ABC)?

c) Tinh dé dai cuia cac vecto tim dwoc & cu a. B D
Giai
a) Co ba vecto 1a AB, AC va AD. G
b) Trong ba vecto AB, AC va AD chi c6 hai vecto AB va AC Hinh 2.5
c6 gid nam trong mat phang (ABC). 5 c
c) Vi tr dién ABCD cé dé dai moOi canh bang 1 néen ;
48| =|Ac| =|AD =1 A =75
Y Luyén tdp 1. Cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C'D' (H.2.6).
Trong céac vecto AC, AD, AD'": B _________________ -
a) Hai vecto nao co gia cung nam trong mat phang (ABCD)?
b) Hai vecto nao ¢ cung do dai? A it
Hinh 2.6
Hinh thanh khai niém hai vecto ‘c1‘.|ng phwong,
cung hwéng/ngwoc hwéng, hai vecto bang nhau trong A D

khéng gian
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D' (H.2.7).

a) So sanh d dai cla hai vecto ABva D'C'.

b) Nhan xét vé gia cla hai vecto AB va D'C'.

c) Hai vecto ABvaDC' co cung phwong khéng?
Cé cung huwédng khéng?

Twong tw nhw trwdng hop clia vecto trong mét phang, ta co cac khai niém sau déi véi vecto
trong khéng gian:

B Hai vecto dwoc goi la cing phuong néu ching cé gia song song hodc tring nhau.
« Néu hai vecto cung phwong thi ching cung huéng hodc ngwoc hwéng.
- Hai vecto & va b dwoc goi 1a bang nhau, ki hiéu a = b, néu chiing cé cling d6 dai va
cung huwong.

@ Néu hai vecto cung bang mét vecto thi ba thi hai vecto d6 cé bang nhau khéng?
Chu y. Twong tw nhw vecto trong mat phang, ta cé tinh chéat va cac quy wdc sau déi voi
vecto trong khéng gian:
— Trong khéng gian, v&i méi diém O va vecto a cho trwéc, cé duy nhat diém M sao cho
OM=a.
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— Cac vecto cb6 diém dau va diém cudi trung nhau, vi du nhw AA, BB,... goi la cac
vecto-khénag.

— Ta quy wdc vecto-khéng cé dé dai la O, cung hwéng (va vi vay cung phwong) véi moi
vecto. Do d6, cac vecto-khéng déu bang nhau va duoc ki hiéu chung 13 0.

3 Vi du 2. Cho hinh lang tru ABC.A'B'C’ (H.2.8). 5 "

a) Trong ba vecto BC, CC’ va B'B, vecto nao bang vecto
AA"? Gidi thich vi sao.

b) Goi M la trung diém cla canh BC. Xac dinh diém M’ sao
cho MM’ = AA’.

Giai

a) Hai duong thdng AA’va BC chéo nhau nén hai vecto AA'
va BC khéng cling phuong. Do @6, hai vecto AA’ va BC Hinh 2.8
khéng bang nhau.

T giac ACC'A’ 1a hinh binh hanh nén AA'// CC'va AA'= CC' Hai vecto AA’ va CC' ¢o
cung dd dai va cung huéng nén hai vecto dé bang nhau.

Twong tw, hai vecto AA” va B'B c6 cling d6 dai va nguoc hwdng nén hai vecto AA” va
B'B khéng bang nhau.

b) Goi M’ |a trung diém clia canh B'C". Vi t& giac BCC'B' a hinh binh hanh nén MM’ // BB’
va MM' = BB'. Hinh lang tru ABC.A'B'C'c6 AA'// BB'va AA'= BB', suy ra MM' // AA' va
MM’ = AA". Hai vecto MM’ va AA’ co clng d6 dai va cung huéng nén MM’ = AA". Vay
trung diém cta canh B'C’la diém M’ can tim.

» Luyén tdp 2. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh.

a) Trong ba vecto SC, AD va DC, vecto nao bang vecto AB?

b) Goi M 1a mét diém thudc canh AD. Xac dinh diém N sao cho MN = AB.

) Vindung1. Mét toa nha cé chiéu cao clia
cac tang la nhw nhau. Mot chiéc thang
may di chuyén tir tAng 15 |én tang 22
clia toa nha, sau d6 di chuyén tir tdng
22 |&n tang 29. Céac vecto biéu dién d6
dich chuyén cla thang may trong hai
lan di chuyén dé ¢é bang nhau khéng?
Giai thich vi sao.
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2. TONG VA HIEU CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN

a) Tong cua hai vecto trong khong gian

~

. Hinh thanh khai niém téng cua hai vecto trong Bén diém A, B, A, B' ddng
khéng gian phéng va tlr giac ABB'A’ 1a
Trong khéng gian, cho hai vecto & va b khéng cling phwong. niai binhinani,
L4y diém A va vé cac vecto AB=3&, BC =b. Lay diém A’

khac A va vé cac vecto AB' =3, B'C' =b (H.2.10).
a) Giai thich vi saoc AA’'=BB' va BB =CC'.
b) Giai thich vi sao AA'C'C la hinh binh hanh, tir d6 suy ra

AC =AC
i C c
b .
/ ’}_B- ------ ’
2 A% A
Hinh 2.10

Trong khéng gian, cho hai vecto & va b. Ly mét diém A
bat ki va cac diém B, C sao cho AB =3, BC = b. Khi d6,
vecto AC duwoc goi la téng cla hai vecto @ va b, ki hiéu
la 3 +b.

Trong khéng gian, phép lay tdng cla hai vecto dwoc goi
la phép cong vecto. | Hinh 2.11

\§

Nhan xét. Quy téc ba diém va quy téc hinh binh hanh trong mét phang van ding trong
khéng gian:

— Néu A, B, Cla ba diém bét ki thi AB+BC = AC;

— Néu ABCD la hinh binh hanh thi AB+ AD = AC.

) Vi du 3. Cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C'D’ c6 d6 dai moi B C
canh bang 1 (H.2.12). Tinh d6 dai cGa vecto BC + DD’ . E
Giai ! Y
Tw giac ABCD |a hinh vudng nén BC = AD.
Do 86 BC + DD = AD + DD = AD. s °
TG giac ADD'A’la hinh vudng nén AD' = JAD? + DD? =2, * ) o 15'
n 2

suy ra |BC + DD| = /2.
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) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hay tinh d6 dai cGa vecto AC + CD'.

Chu y. Twong tw nhuw phép cdng vecto trong mat phang, phép céng vecto trong khéng gian
c6 céac tinh chat sau:

— Tinh chét giao hoan: Néu a va b 1a hai vecto batkithia+b=b +
—~ Tinh chét két hop: Néu &, b va ¢ la ba vecto bat ki thi (a+5) + ¢

+C =
— Tinh chét cong vé&i vecto 0: Néu & 1a mét vecto bat ki thi @ +0 =0

Q)l

é +(b+6).

+a=a.

Tw tinh chéat két hop cla phép céng vecto trong khéng gian, ta co thé viét tbng cha ba
vecto' &, b va € 1a @ + b+ ¢ ma khéng can st dung cac dau ngodc. Twong tw ddi véi téng
cda nhiéu vecto trong khéng gian.

N

) Vidu 4. Cho t& dién ABCD (H.2.13). Chirng minh rdng AC + BD = AD +BC .
Giai A
Theo quy téc ba diém trong khéng gian, ta c6 AC = AD + DC.

Twr d6 lan lwot ap dung tinh chat cia phép cong vecto trong

khéng gian, ta dwoc:

AC +BD =(AD +DC)+ BD = AD + (DC + BD) . =
-~ AD+(BD+DC)=AD+BC. B
) Luyén tip 4. Cho tir dién ABCD (H.2.13). Chirng minh rang Hinh 2.13
AR HLI=AL+ LG, Ta c6 thé 4p dung quy

tdc hinh binh hanh
trong khéng gian.

p4. Thiét 1ap quy tac hinh hép
Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'(H.2.14).
a) Hai vecto AB+ AD va AC c6 bang
nhau hay khéng?
b) Hai vecto AB + AD + AA va AC' ¢ A’ D'
bang nhau hay khéng? Hinh 2.14

Két qua sau day dwoc goi la quy tac hinh hép.

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Khi d6, ta cé AB+AD + AA' = AC' .

RY

@ Trong Hinh 2.14, hay phat biéu quy tac hinh hép véi cac vecto c6 diém dau la B.

) Vi du5. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D' (H.2.14). Chirng minh ring BC + DC + AA = AC..

Giai

Vi t&¢ gidc ABCD la hinh binh hanh nén BC = AD va DC = AB. Ap dung quy téc hinh hép

_ s e —— —

suyraBC+DC+AA =AD+AB+AA = AC.
) Luyén tdp 5. Cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D'. Chirng minh rdng BB + CD + AD = BD'.
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Y Vidu 6. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh

) #o5. Nhan biét vecto déi cua

b) Hiéu cua hai vecto trong khdng gian

Theo Binh luat IIl Newton,
e tac dung va phéan lwc
la hai lwc cung phwong,
nguwec hwdng va ¢é do lon
bang nhau.

mot vecto’ trong khéng gian ﬁ s:\?

Hinh 2.15 mdé ta moét lo hoa
duoc dat trén ban, trong lvong
cua lo hoa tao nén mot luwc
tac dung Ién mat ban va mbt
phan lwc tr mat ban 1én lo hoa. » ‘

C6 nhan xét gi vé do dai va
hwéng cla céc vecto biéu dién
hai lvc do? Hinh 2.15

Trong khéng gian, vecto ¢6 cliing dé dai va ngwoc hwéng voi vecto 8 dwoc goi la vecto doi

| chia vecto a, ki hiéu la —a.

%

Cha y

— Hai vecto 1a @i nhau néu va chi néu téng ctia ching

béng 0. ) )
. 1 B . a -a
- Vecto BA la mét vecto ddi cua vecto AB.

— Vecto 0 dwoc coi la vecto déi cla chinh né.

Twong tw nhw hiéu cla hai vecto trong méat phang, ta ¢é dinh nghia vé hiéu cla hai vecto
trong khéng gian:

Vecto 8 + (—b) dwoc goi 1a hiéu clia hai vecto & va b va ki hiéu 1a 8 —b.

Trong khdng gian, phép lay hiéu cua hai vecto dwoc goi la phép trir vecto.

| J

Nhan xét. V&i ba diém O, A, B béat ki trong khéng gian, ta cé OB - OA = AB.

hanh. Goi M, N 1an luot |a trung diém cta AB, CD (H.2.16).
Chdrng minh rang:

a) AM va CN la hai vecto d6i nhau:;

b) SC - AM — AN = SA.

Hinh 2.16
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Giai
a) Tw giac ABCD la hinh binh hanh nén AB=CDva AB// CD, suyra AM=CNva AM// CN.
Hai vecto AM va CN cé cung d6 dai va ngwoc hwéng nén ching Ia hai vecto dbi nhau.

b) Tl cau a, ta c6 CN = — AM.

_— — — ——  ——3 ——  ——  ——  ——  —— ——

SuyraSC-AM - AN =SC+CN-AN =SN - AN =SN + NA = SA.
Y Luyén tip 6. Trong Vi du 6, chirng minh rang:
a) BN va DM la hai vecto déi nhau;

b) SD-BN - CM =SC.

) Vin dung 2. Thang cudn tai céc trung tdm thwong mai, siéu thi I&n hay nha ga, san bay
thwdng co hai lan, trong d6 c6 mét lan 18n va mét lan xuédng. Khi thang cudn chuyén déng,
vecto biéu dién van tdéc ctia méi lan c6 1a hai vecto déi nhau hay khéng? Gidi thich vi sao.

Téc d6 di chuyén cuda thang
cudn thwong tir 0,5 m/s dén
0,75 m/s. Khi str dung thang
cudn can gitrtay vin, tranh dé
trang phuc vwéng vao thang
va chu y giam sat tré nho
di cung.

3.TiCH CUAMOT SO V&I MOT VECTO TRONG KHONG GIAN

) #06. Hinh thanh khai niém tich cia mét sé véi mét vecto trong khéng gian

Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C'. Goi M, N lan lvot 1a A N C
trung diém ctia AB, AC (H.2.17).

a) Hai vecto MN va B'C' ¢6 cung phuwong khéng? C6 cung
hwéng khéng?

b) Giai thich vi sao [MN| = %IWI.

BI
Hinh 2.17
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Twong tw nhuw tich clia mét sé véi mét vecto trong mét phang, ta ¢ dinh nghia vé tich cla
mét s6 v&i mot vecto trong khéng gian:

Trong khéng gian, tich cla mét sb thuc k = 0 véi mot vecto a = 0 la mot vecto, ki hiéu 1a ka,

duvoc xac dinh nhw sau:

— Cung hwéng voi vecto @ néu k > 0; ngwoc hudng véi vecto d néu k < O;

- Co6 d6 dai bang lkl-1al.

Trong khéng gian, phép lay tich cia mét sb v&i mot vecto dwoc goi la phép nhan mot sé
| v&i mét vecto'.

\
@ Hai vecto 1d va a ¢ bang nhau khéng? Hai vecto (-1)a va —a ¢ bang nhau khong?
Cha y
- Quy wéc ka =0 néu k=0 hodc & =0.
— Néu ka =0 thi k=0 hoéc a =0.
— Trong khéng gian, diéu kién can va dd dé hai vecto a va b (b = 0) cling phwong la c6 mét
s0 thuwe k sao cho a = kb.

Y Vidu7. Trong HD6, goi O la giao diém cliia AB'va A'B (H.2.18). A c
Chirng minh réng CC’ = (—2)OM. V’
Giai
Vi O la trung diém cla AB’' nén OM la dudng trung binh A c
cua tam giac AB'B. Suy ra B'B// OM va B'B=20M. Tk giac
BCC'B’ Ia hinh binh hanh nén BB // C'C va BB = CC. B’
Do d6 C'C // OM va C'C = 20M. Vi hai vecto CC' va OM Hinh 2.18

ngwoc hudng nén CC’ = (—2)OM.

) Luyén tip 7. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi E, Flan lwot la cac

diém thudc cac canh SA, SB sao cho SE = %SA; S = %SB. Chirng minh rang EF = %ﬁ

Cha . Twong tw nhw phép nhan mét sé véi mét vecto trong mat phang, phép nhan mét sé

v&i mét vecto trong khéng gian ¢6 cac tinh chat sau:

— Tinh chéat két hop: Néu h, k 1a hai sé thwe va a 1a mét vecto bat ki thi h(ka) = (hk) a.

— Tinh chét phan phdi: Néu h, k1a hai sé thwc va &, b 12 hai vecto bat ki thi (h + k)3 = ha + ka
vak(a+b)=ka+kb.

— Tinh chéat nhan véi 1 va —1: Néu & |a mét vecto batkithi 1@ =a va (-1)a=-a.
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Y Vidu 8. Cho tr dién ABCD. Goi G la trong tdm clia tam giac A
BCD (H.2.19). Chirng minh rdng AB + AC + AD = 3AG .

Giai

Vi G la trong tam ctia tam giac BCD nén GB + GC + GD = 0.

Doddtacs: AB+AC + AD=AG+GB+AG+GC+AG+GD .
=3AG+(GB+GC +GD)=3AG +0=34G.

Chu y. Twong tw nhw trong mat phang, néu G 1a trong tam &

clia tam giac ABC thi v&i diém O tuy vy, ta co Hinh 2.19

OA+OB+0C =30G.

) Luyén tip 8. Trong Vi du 8, goi / 1a diém thudc doan thadng AG Bigm / trong Luyén tap 8

sao cho Al = 3IG (H.2.19). Chirng minh rang dwoc goi la trong tam cia
ThoT— tir dién ABCD.
IA+IB+IC+ID=0.

) Vindung 3. Khi chuyén déng trong khéng gian, may bay luén chiu tadc ddng cla bén Iyc chinh:
lwe day cla ddng co, lwc cén cla khéng khi, trong lwc va Iwe nang khi déng hoc (H.2.20).
Lwc can cla khong khi ngwoc hwéng véi lwe day cla dong co va cod dd Ion ti 1& thuan voi
binh phwong van téc may bay. Mét chiéc may
bay tang van téc tir 900 km/h 1én 920 km/h,
trong qua trinh téng tbc may bay gil* nguyén

hwéng bay. Lwrc can cda khéng khi khi may B :
bay dat van téc 900 km/h va 920 km/h 1an luot | =S = gy

-2 LR > . i = 3 =t . B LWC'Cén ‘—‘}_.‘ y = . :
d.u:qc ’bleu‘dlen EO’I hi vejc.:tcy F1 v? FZ; . Hay ?ﬁ@‘a?gﬁ,éﬂg?hh'f”iﬁ‘ : LT.r(;m;% I}rc .
giai thich vi sao F, = kF, v&i k |a mot so thuwe S Seasde . :

=T ﬁ
o =
dwong nao d6. Tinh gia tri cia k (lam tron ‘} Bl

két qua dén chir s6 thap phéan thir hai). Hinh 2.20

4.TiCH VO HUONG CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN
a) Goc giira hai vecto trong khéong gian
J #97. Hinh thanh khai niém gdc giira hai vecto trong khéng gian
Trong khéng gian, cho hai vecto &, b khac 0. Lay diém O va vé cac vecto OA=3, OB=b.
L&y diém O'khac O va vé cac vecto O'A' =3, OB = b (H.2.21).
a) Gidi thich vi sao AB=A'B'.
b) Ap dung dinh Ii césin cho hai tam giac OAB va O'A'B’ & giai thich vi sao AOB = A O'B..
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Ap dung dinh Ii césin cho
(0] tam gidc OAB, ta co:
o 2 2 aAp?
cos ACB - OA” +0B” - AB .
B 20A-0OB

Hinh 2.21

Trong khéng gian, cho hai vecto &, b khac 0. Ly mot diém O bat ki va goi A, B 1a hai
diém sao cho OA = &, OB = b. Khi d6, goc AOB (0° < AOB < 180°) duwoc goi 1a goc gitra hai
| vecto & va b, ki hiéula (&, b).

-

a
Néu g6c gitra hai vecto @ va
b la 90° thi ta néi hai vecto
a va b vuéng géc v&i nhau
vakihiéulaa Lb.
A
ol
l',‘ 'I B 5£- E <
w

Hinh 2.22

Chuy B
— Dé xac dinh géc gilra hai vecto AB va CD trong khéng

gian ta c6 thé lay diém E sao cho AE =CD, khi do

(AB, CD) = BAE (H.2.23). A

07
— Quy wéc goc gitra mot vecto bat ki va 0 c6 thé nhan mot £
gid tri tuy y tir 0° dén 180°. & \

D

Y .
@ Xac dinh goéc gilra hai vecto cung huwdng (va khac 0), Hinh 2.23

goc gilra hai vecto nguoc huwédng trong khong gian.
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» Vi du 9. Cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C'D' (H.2.24).

A D
Tinh géc gilra cac cap vecto sau: :
a) AD va BC'; b) AC va AD'. Bl
Giai P -5
a) Hai vecto AD va B'C' cling hiwéng nén (AD, BC') = 0°, Hinh 2.24 .
b) Vi t&r giac ADD'A’ 1a hinh binh hanh nén AD=AD. A ‘
Do d6 (AC, AD')=(AC, AD)=CAD. Tam gidc ADC
vuéng can tai D nén CAD = 45°, vi vay (AC, AD') = 45°.
. c'
) Ltuyén tip 9. Cho hinh lang tru tam giac déu ABC.AB'C' A’
(H.2.25). Tinh cac goc (AA', BC) va (AB, AC'). /
Hinh 2.25

b) Tich vé huéng cla hai vecto trong khdng gian
) #o8. Nhan biét khai niém tich vé hwéng cua hai vecto trong khéng gian
Hay nhéc lai céng thirc xac dinh tich vé huwéng clia hai vecto trong mét phang.

Trong khéng gian, cho hai vecto &, b déu khac 0. Tich vé hwéng cla hai vecto a va b 1a
mot sé, ki hiéu 1a a- b, dwoc xac dinh bdi cong thirc:

a-b=lal-|bl-cos(, b).

Chuy
- Quy wécnéu a=0hodch=0thia -b=0.
— Cho hai vecto a, b d&u khac 0. Khidé: @ | b <>a-b =0.

P . — P 2
— V6&i moi vecto &, ta cé a° =|al".

©,
Ty

— Néu 4, b 1a hai vecto khac 0 thi cos(a, b) =

ERE

) Vi du 10. Cho hinh chép t giac déu S.ABCD c6 dé dai tat ca
céc canh bang a (H.2.26). Tinh céc tich vé6 hwdng sau:

a) AS-BC; b) AS-AC. Hinh 2.26
Giai
a) Tam gidc SAD c6 ba canh bang nhau nén 1a tam giac déu, suy ra SAD = 60°. T(r giac
ABCD 1a hinh vuéng nén AD =BC, suy ra (AS, BC)=(AS, AD)=SAD =60°. Do d6
1 &

A_S'~B_C':|A_S'|-|B_C'|-cos60°=a-a~§=?.
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b) T& gidc ABCD |a hinh vudng ¢é db dai mdi canh la a nén dé dai dwdng chéo AC Ia J2a.
Tam giac SACcd SA=SC=ava AC= J2a nén tam giac SAC vudng céan tai S, suy ra

Z_

SAC = 45° Do d6 AS-AC =|AS|.|AC| - cosSAC =a-v2a- Y5 - 22

) Luyén tip 10. Trong Vi du 10, hay tinh cac tich vé hwéng AS - BD va AS - CD.

Nhan xét. Tich vé hwdng cha hai vecto trong khdng gian cling ¢o cac tinh chat gibng nhu

céc tinh chéat cua tich vé huéng cua hai vecto trong mat phang. Cu thé, néu &, b, ¢ la cac
vecto trong khéng gian va k la mét s6 thuwc thi ta cé:

.« a-b=b-g
- k(a-b)=(ka)-b=a-(kb);
« d(b+¢)=a-b+a-c
Y Vidu 11. Cho t&r dién ABCD c6 AC va BD cung vubng géc A

véi AB. Goi M, N 1an Iwot |a trung diém cla hai canh AB, CD
(H.2.27). Chirng minh rang:

a)ng(A—c;B—D');
b) MN - AB =0.
Giai N
a) Tacé: MN = MA + AC +CN va MN =MB + BD + DN. “

e Hinh 2.27
Do a6 2MN = (MA + MB) + (AC + BD) + (CN + DN).

e _ —_— — -

Suy ra 2MN = AC + BD , hay W:%(R+@).
b) Tir gid thiét, ta co AC-AB=BD-AB=0.
Vi vay, MN - AB = - (AC +BD)  AB = AC-AB +_BD AB =0
) Luyén tip 11. Cho hinh lap phuwong ABCD.A'B'C'D". Chirng minh réng A'C -B'D’ = 0.

) Vin dung 4. Nhuw da biét, néu co mot lwc F tac dong vao mét vat tai diém M va lam cho vat
do di chuyén mét quang dwong MN thi cong A sinh ra dwoc tinh theo cong thivc A=F -MN,
trong d6 lwc F cd dd I&n tinh bang Newton, quang dudng MN tinh bang mét va céng A
tinh bang Jun (H.2.28). Do d6, néu diing mét luc F c6 dd
|&n khéng ddi dé lam mét vat di chuyén mét quang dudng

khong ddi thi cdng sinh ra sé& Ién nhat khi lwc tac ddng cling F

hwdng v&i chuyén dong cla vat. Hay giai thich vi sao.

Két qua trén co thé dwoc ap dung nhu thé nao khi kéo (hodc Iy N
day) cac vat nang? Hinh 2.28
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BAITAP

2.1. Trong khéng gian, cho ba vecto &, b, ¢ phan biét va déu khac 0. Nhirng ménh d& nao

sau day la dung?

a) Néu & va b déu cung hwéng véi ¢ thi a va b cling huéng.

b) Néu a va b déu nguoc hwdng véi ¢ thi @ va b cung hwéng.
c) Néu a va b déu cung hwéng véi ¢ thi a va b ngwoc huéng.
d) Néu a va b déu nguoc hwdng véi ¢ thi @ va b nguwoc hwdng.

2.2. Cho hinh hop chitr nhat ABCD.AB'C'D'c6 AB =2, AD = 3 va AA'= 4. Tinh db dai cla
céac vecto BB, BD va BD'.

2.3. Mét chiéc ban can dbi hinh chir nhat dwoc dat trén mat
san nam ngang, mat ban song song v&i mat san va bén
chan ban vuéng géc véi mat san nhuw Hinh 2.29. Trong lwe
tac dung 1én ban (biéu thj bdi vecto &) phan tan déu qua

bén chan ban va gay nén cac phan luc tir mat san [én céc
chan ban (biéu thi béi cac vecto b, ¢, d, &).

a) Hay chi ra méi quan hé vé phwong va hwéng cla céc

vecto &, b, ¢, d vae. Rin2.29
b) Giai thich vi sao cac vecto b, ¢, d, é déi mét bang nhau.
2.4. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D". Chirng minh rang:
a) AB+DD +CD =CC, b) AB+CD' -CC' =0; c)BC-CC'+DC =AC.

2.5. Cho hinh l&ng tru tam giac ABC.A'B'C'co6 AA' =3, AB=b va AC = ¢. Hay biéu dién cac
vecto sau qua cac vecto g, b, ¢:
a) AB’; b) B'C; c) BC'.

2.6. Cho hinh chop t&r giac S.ABCD. Chirng minh rang tir gidc ABCD la hinh binh hanh néu
va chinéu SA+SC =SB+ SD.

2.7. Cho hinh chép S.ABC. Trén canh SA, |4y diém M sao cho SM = 2AM. Trén canh BC, lay
diém N sao cho CN = 2BN. Chirng minh réng MN = %(S_A + ?C) +AB.

2.8. Trong Luyén tap 8, ta da biét trong tdm cla t& dién 1

ABCD l1a mét diém / thod man Al = 3IG, & d6 G la trong
tam cla tam giac BCD. Ap dung tinh chét trén & tinh
khoang cach tir trong tdm cla mot khéi rubik (d6ng chét)
hinh t& dién déu dén mét mét cha no, biét rang chiéu cao
clia khéi rubik 12 8 cm (H.2.30).

8cm

Hinh 2.30



2.9. Ba soi day khéng gian véi khéi lvong khéng dang ké
duoc budc chung mét dau va duoc kéo cang vé ba hwéng
khac nhau (H.2.31). Néu cac luc kéo lam cho ba soi day
& trang thai dirng yén thi khi d6 ba soi day nam trén cung
mét mét phang. Hay gidi thich vi sao.

Hinh 2.31
2.10. Cho hinh l&ng tru t(r gidc déu ABCD.A'B'C'D’ cé dd dai méi canh day bang 1 va do dai
mdi canh bén bang 2. Hay tinh géc gilra cac cap vecto sau day va tinh tich vé hwdng cla
méi cap vecto do:
a) AA'vaC'C; b) AA" va BC; c) AC va BA'.

2.11. Trong khéng gian, cho hai vecto & va b cling cé do dai bang 1. Biét rang goc gitra hai
vecto do la 45°, hay tinh:

a) a-b: b) (5+3b)-(5-2b); o) (G+b)
2.12. Cho tr dién ABCD. Chirng minh rang:

a) TB-@=ATC-@+@-FC;

b) AB-CD+AC-DB+AD-BC =0.

—® Emcé biét? e ~N
Viéc phan tich (hay biéu dién) mét vecto trong khéng gian qua cac vecto cho trwde cb
thé giup gidi thich mét sé hién twong trong cudc séng. Vi du, khi di bd, chan tao mét luc
tac dong F 1én mat dat. Theo Dinh luat |1l Newton, tir mat dat cé mot phan lwc tac dong
nguoc tré lai ban chan la F' = —F. Luc F’ co thé dwoc phan tich thanh F’ = l?1'+ I?,Z' o do
F! c6 gia song song v&i mat dat va F, c6 gia vudng goc véi mat dat (H.2.32). Vi vay,
chi ¢é Iwc F, tao nén chuyén déng tién vé phia trwéc clia ngudi di bd. Cé thé nhan thay
rang néu dé 16n cla luwc F la khéng dbi (va khi d6 d6 I&n cla luc F'la khong déi) thi
dd I&n cla luwc F’ cang 16n néu gia cla lwc F cang “gan” vi tri song song véi mat dét,
tlrc la gbc gilra gia cua luc F va méat d4t cang nhé.

Nhan xét trén Ii gidi vi sao trong cac cudc thi dién kinh, khi chuan bi xuat phat, cac
van déng vién thweng dung ban dap (néu dwoc cho phép) dé cang chan phat luc tao
v&i mat dat goc nhé nhat, tir d6 tao duoc te dd xuat phat 16n nhét (H.2.33).

Hinh 2.32 Hinh 2.33
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HE TRUC TOA PO

TRONG KHONG GIAN

THUATNGU : KIEN THU'C, KINANG
+ Hé truc toa d6 trong khéng gian i+ Nhan biét toa d6 ctia diém, clia vecto doi voi hé tryc
« Toa d6 cta diém trong khdng gian toa do.

- Toa d6 ciia vecto trong khong gian | * VAn dung toa do cia vecto dé giai mot sb baitoan co
i lién quan dén thyc tién.

Trong Hinh 2.34, mét chiéc bong dén dwoc treo cach san
nha 1a 2 m, cach hai birc twdng lan lvotla 1 m va 1,5 m.
Kién thirc toan hoc nao giup md ta chinh xac va ngan gon
vi tri cla chiéc bong dén trong khéng gian?

Hinh 2.34
1. HETRUC TOA DO TRONG KHONG GIAN
) H91. Hinh thanh khai niém hé truc toa dé trong khéng gian :
Trong khéng gian, xét ba truc Ox, Oy, Oz ¢6 chung géc O va 2 ,/'
dsi mot vudng géc voi nhau. Goi i, f, k 1a cac vecto don vi ol
tréncactruc @0 (H235). s+ 6% 1 M1 A m m A o T ~ Y
a) Goi tén cac mat phang toa dé c6 trong Hinh 2.35. 5 : i
b) Cac méat phang toa d6 trong Hinh 2.35 cé d6i mét '
vuéng goc voi nhau khéng? Hinh 2.35

rTrong khéng gian, ba truc Ox, Oy, Oz déi mét vuéng goc v&i nhau tai gbc O clia méi truc.
Goi i, J, k lan lwot 1a cac vecto don vi trén cac truc Ox, Oy, Oz.
« Hé ba truc nhw vay dwoc goila hé truc toa dé Descartes vudng goc Oxyz, hay don gian
la hé toa dd Oxyz.
« Piém O duwoc goi la géc toa db.
« Céc mat phang (Oxy), (Oyz), (Ozx) ddi mot vudng goéc véi nhau dwoc goi la cac mat
phang toa db.

I Khdéng gian v&i hé toa dé Oxyz con dwoc goi la khéng gian Oxyz.

~\




\@ Géc cdn phong trong Hinh 2.34 c6 goi |&n hinh anh vé hé toa dd Oxyz trong khéng gian
hay khéng? Néu ¢, hay mé ta gbc toa d6 va cac méat phang toa dd trong hinh anh d6.

) Vidu 1. Cho hinh l&p phwong ABCD.A'B'C'D’ c6 d dai moi

canh bang 1 (H.2.36). C6 thé 1ap mét hé toa d6 Oxyz co gbc B c
O tring vé&i dinh B'va cac vecto i, J, k 1&n lwot 1a cac vecto ;

B'A', B'C', B'B khéng? Gidi thich vi sao. A : D

Giai E

Hinh I&p phuwong ABCD.A'B'C'D’ c6 cac canh B'A', B'C' va ,3;'. __________ 2
B'B d6i moét vudng goc voi nhau. ’ " 5

Vi hinh lap phwong c6 @6 dai mdi canh bang 1 nén cac Hinh 2.36

vecto BA, B'C', BB cung cé diém dau |a B' va déu c6 db

dai bang 1.

Tir cac diéu trén, suy ra co thé lap mét hé toa dd Oxyz cé gbc O trung vé&i dinh B’ va cac
vecto i, j, k 1an lwot la cac vecto BA', B'C', BB.

Y Luyén tdp 1. Cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D’. C6 thé lap mét hé toa doé Oxyz c6 gbc
O trung voi dinh C va cac vecto i, J, k 1an lwot cung hwéng véi cac vecto CB, CD, CC’
khéng? Giai thich vi sao.

2. TOA DO CUA DIEM, TOA PO CUA VECTO TRONG KHONG GIAN

) HD2. Hinh thanh khai niém toa dé cua diém trong khéng gian T 7

Trong khéng gian Oxyz, cho mét diém M khéng thudc cac mét C, E

phang toa d8. V& hinh hdp chir nhat OADB.CFME cé ba dinh F L

A, B, C 1an luot thudc cac tia Ox, Oy, Oz (H.2.37). ki s .
i e & & . (OF XA By L

a) Hai vecto OM va OA + OB+ OC c6 bang nhau hay khéng? " AT i y

b) Gidi thich vi sao co thé vist OM =xi +yj +zk v6i x, y, z1a 2

cac sb thuc. Hinh 2.37

Ngudi ta chirng minh dwoc rang v&i diém M tuy vy, bo ba sbé
(x; y, z) trong HD2 1a duy nhéat. Ngwoc lainéu OM = xi + yj + zk
thi diém M xéac dinh duy nhét.

Trong khong gian Oxyz, cho mét diém M tuy y. Bd ba sb (x; y; z) duy nhét sao cho |
OM = xi +yj + zk dwoc goi la toa d6 cla diém M dbi voi hé toa do Oxyz. Khi do, ta viét
| M =(x; y, z) hoac M(x; y, z), trong dé x |a hoanh do, y la tung dé va z la cao do cua M.

Y )
@ Hay tim toa d6 cua goc O.
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AZ
» Vi du 2. Hinh 2.38 minh hoa mét hé toa do6 Oxyz trong d
khéng gian cling v&i cac hinh vudng c6 canh bang 1 don vi. A B
Tim toa d6 clia diém M. Bl cl
Giai 7 / Ak M
Trong Hinh 2.38, ABCM.FODE Ia hinh hép chir nhat. Gl Wl ol
Ap dung quy t&c hinh hop suy ra < , /"’ E 7 E// 7

OM =OF +OD + OB =3i + 4 + 3k. %

Vi vay, toa db cta diém M 1a (3; 4 3). Hinh 2.38
5 zZ
) Luyén tap 2. Tim toa d6 cla diém N trong Hinh 2.39. ‘
Y Vi du 3. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hdép chir nhat /N
ABCD.A'B'C'D’'co dinh A'triing voi gbc Ovacacdinh D', B' A [ ‘\\L - N,
l&n lwot thudce cac tia Ox, Oy, Oz (H.2.40). Gia sk dinh C cé ‘E
toa d0 1a (2; 3; 5) dbi vdi hé toa 36 Oxyz, hay tim toa d6 cla | W et 1T BER
cac dinh D', B', A déi véi hé toa do do. P "y
Giai M
Vi dinh D' thuéc tia Ox nén hai vecto OD' va i cung phwong, Hinh 2.39
suy ra c6 sé thwe m sao cho OD' =mi. Twong tw, ¢6 cac TZ
sé thwe n, p sao cho OB =nj va OA=pk. Theo quy téc Al B
hinh hop, suy raOC = 0D’ + OB + OA =mi +nj + pk vado do p/ ¢
diém C co toa do la (m; n; p). Ri P ’
. . . s ] e B’
Mat khac, dinh Ccétoaddla(2;3;5 nénm=2,n=3,p=5, ;f;\',': é """ v —;
tirc 1a OD' =27, OB’ =3 va OA = 5k. D" %
Tw day suy ra D(2; 0; 0), B(0; 3; 0) va A(0; O; 5). X
Hinh 2.40

) Luyén tdp 3. Trong Vi du 3, hay xac dinh toa dé clia cac diém B, D va C".
han xét. Néu diém M cé toa dd (x; y; z) ddi véi hé toa dd Oxyz thi:
— Hinh chiéu vuéng géc cla M trén cac truc Ox, Oy va Oz c6 toa dé lan lvot la (x; 0; 0),
(O; y; 0) va (0; 0; z).
— Hinh chiéu vuéng goc clia M trén cac méat phang (Oxy), (Oyz) va (Ozx) c6 toa d6 1an lvot
la (x; ¥, 0), (O; y; 2) va (x; O; 2).
) Vin dung 1. Trong finh huéng mé déu, hay chon mét hé toa d6 phlu hop va xac dinh toa d6
cua chiéc béng dén dbi vai hé toa do do.

V4
» H9Z. Hinh thanh khai niém toa dé cua vecto trong a
khéng gian . /
. . o M
Tr’ong ’khong gian O)Ef cho vecto a tuy y (H.2.41). o /
Lay diém M sao cho OM = a va giai thich vi sao co bd i y
ba sé (x; y; z) sao cho a=xi + yj + zk. " i
Hinh 2.41

62



Nguwdi ta chirng minh dwoc rang bd ba sbé (x; y; z) trong HD3 |a duy nhét.

Trong khéng gian Oxyz, cho vecto & tuy y. B6 ba sb (x; y; z) duy nhéat sao cho
a=xi +yj +zk dwoc goi la toa dé clia vecto a déi vdi hé toa d6 Oxyz. Khi d6, ta viét
|d= (x; y; z) hodc a(x;y; z).
Nhan xét
— Toa dd clia vecto a cling la toa d6 ctia diém M sao cho OM = &.
— Trong khéng gian, cho hai vecto a=(x; y;z) va b= (x'; ¥ 2'). Khi 6, a= b néu va
X=X
chinéuly =y’
ZE=Z,
) Vi du 4. Trong khéng gian Oxyz, hay tim toa d6 clia cac vecto' 7, j va k.
Giai
Vii=1i+0-j+0-knéni =(1;0;0).
Vij=0-i+1-j+0-k nén j = (0; 1; 0).
Vik=0-i +0-j+1.-k nénk = (0; 0; 1).
) Luyén tip 4. Trong khéng gian Oxyz, hay xac dinh toa dé clia vecto i + 2 + 5k.

) uoa. Thiét lap toa do cua vecto theo toa dd hai dau mut
Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém M(x; y; z) va N(x" y" z.
a) Hay biéu dién hai vecto OM va ON qua cac vecto' 7, j va k.
b) Xac dinh toa dé clia vecto MN.

 Trong khéng gian Oxyz, cho hai didm M(x, ; .- z,) va N(x; y,; z,). Khi d6: |

m:(xN = X3 Yo = Y Zn — Zy)-

» Vidu5. Trong khdng gian Oxyz, cho hinh lang tru tam B(3; 2; 5)
gidc ABC.A'B'C'c6 A(1: 0; 2), B(3: 2. 5), C(7: -3: 9) A(1;0;2) : C(7: -3:9)
va A'(5;: 0; 1). '
a) Tim toa dd clia AA'. Bt
b) Tim toa d6 clia cac diém B’, C'. il JRREN
A'(5; 0; 1) &F
Giai (H.2.42) Hinh 2.42

a) Ta co: AA = (X, — Xa5 Y — Yas Zo — Z,) = (4 0; = 1).
b) Goi toa d6 clia diém B'1a (x; y; z) thi BB'=(x-3; y -2, z-5). Vi ABC.A'B'C’ 1a hinh
lang tru nén ABB'A’ 1a hinh binh hanh, suy ra AA' = BB..
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x-3=4
Dodd:y—-2=0hayx=7,y=2va z=4.Vay B(7; 2; 4).
z—5=—1

Lap luan twong tw suy ra C'(11; =3; 8).

Y Luyén tip 5. Trong Vi du 5, xac dinh toa dé ctia cac diém D va D' sac cho ABCD.A'B'C'D’ |a
hinh hdp.

) Vindung2. Dé theo déi hanh trinh ciia mét chiéc
may bay, ta c6 thé lap hé toa d6 Oxyz cé gbc O
tring vé&i vi tri cha trung tdm kiém soat khéng
lwu, m&t phang (Oxy) trung v&i mat dat (duwoc
coi la phang) voi truc Ox huwéng vé phia tay,
truc Oy hwéng vé phia nam va truc Oz huéng
thdng dirng lén trévi (H.2.43). Sau khi cét canh
va dat do cao nhét dinh, chiéc may bay duy tri
hwéng bay vé phia nam véi téc dd khéng déi
la 890 km/h trong ntra gi¢r. Xac dinh toa dé cua
vecto biéu dién dé dich chuyén cla chiéc may
bay trong ntra gi& d6 déi voi hé toa dé da chon,
biét rang don vi do trong khéng gian Oxyz duoc Hinh 2.43
lay theo kildbmét.

BAITAP
2.13. Trong khdng gian Oxyz, cho ba vecto a, b, ¢ déu khac O va co6 gia ddi mot
vuéng goc. Nhirng ménh dé nao sau day la dung?
a) C6 thé 1ap mot hé toa @9 Oxyz c6 cac truc toa dd lan lwot song song véi gid clia cac
vecto 3, b, C.

b) Cé thé 1ap médt hé toa d6 Oxyz cb cac truc toa do 1an lwot tring véi gia cha cac vecto

a, b, c.

c) Cé thé 1ap mot hé toa dd Oxyz cé cac vecto i, j, k
lan lvot bang cac vecto a, b, c.

d) C6 thé 1ap mot hé toa d6 Oxyz cbé cac vecto |, j, k
lan ot cung phwong cac vecto a, b, C.

2.14. Hay moé ta hé toa dd Oxyz trong can phong & Hinh 2.44
sao cho gbc O trung vdi goc trén cla can phong, khung

tranh ndm trong mat phang (Oxy) va mét trAn nha tring
v&i mét phang (Oxz). Hinh 2.4
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2.15. Trong khong gian Oxyz, xac dinh toa d6 cua vecto AB trong méi trwong hop sau:
a) A(O; 0; 0) va B(4; 2; -5);
b) A(1; -3; 7) va B(1; -3; 7);
c) A(5; 4;9) va B(-5;7; 2).

2.16. Trong khéng gian Oxyz, x&c dinh toa d6 cla diém A trong méi trwéng hop sau:

a) A trung voi gbc toa do;

b) A nam trén tia Ox va OA = 2; a 5

c) A nam trén tia d6i cla tia Oy va OA = 3. D ,
2.17. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép chir nhat ,;i o il

ABCD.A'B'C'D' c6 c‘iinh A trung vé&i gbec O va céc dinh ;)’-q;é ---------- %

D, B, A'cb toa dd lan lwot 1a (2; 0; 0), (0; 4; 0), (0; O; 3) D -

(H.2.45). Xac dinh toa d6 cua cac dinh con lai cua hinh  x

hép chir nhat. Hinh 2.45

2.18. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép OABC.O'A'B'C' c6 A(1; 1; -1), B(0O; 3; 0),
C(2; -3; 6).
a) Xac dinh toa d6 cla diém C.
b) Xac dinh toa dé cac dinh con lai cta hinh hop.

2.19. Trong Van dung 2, hay giai thich vi sao tai méi thoi diém chiéc may bay di chuyén trén
duéng bang thi toa dé ctia nd ludn cé dang (x; y; 0) v&i x, y 1a hai sé thwc nao d6.

® Em cé biét? e

Tén goi “toa d& Descartes” duoc lay theo tén clia nha
todan hoc ngwdi Phap, René Descartes, nham ghi nh¢
nhirng déng gbép cla 6ng trong Hinh hoc Giai tich.
Nhuw d4 biét, toa do Descartes xac dinh duy nhéat vi tri cla
moét diém trong khéng gian.

Bén canh toa d6 Descartes, toa dd cau v&i vai trd twong tw
cling thuong duoc sir dung va dwoc dinh nghia nhw sau:

V&i mbi diém M trong khéng gian Oxyz, goi M’ & hinh
chiéu vuéng géc clia M trén mat phang (Oxy). Goi rla
khodng cach tir O dén M, goi 0 (0 <0<2r) la sé do cla
géc lwong giac (trong mat phang (Oxy)) c6 tia dau |4 Ox,
tia cubi & OM' va goi ¢ (0<¢<mn) Ia sé do cla goc tao Beri: Do

bdi hai tia OM va Oz (H.2.46). B ba (r; 6; ¢) dwoc goi (7596~ 1650), l‘ff{fﬁj’ i*f”féif hoc,
la toa d6 cdu cla diém M, trong d6 rla bén kinh, 6 1a géc te % At Fhap
phuong vi hay goc kinh dé va ¢ la géc cuc cua M.
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Toa d6 cau (r;6;0) va toa d6 Descartes (x; y; z) cia M lién hé véi nhau qua cac
cbng thure:

r={x*+y*+2° _
X =rcosbsing
tan6:§ va {y =rsindsing
. Z = cos¢.

COSH = ——o——

X +y*+ 2

Vz
/,/
ra
P
/ 2 M

S %

Hinh 2.46
Trong mét sb trwdng hop, ngudi ta thay géc cuc ¢ bdi géc ndng (hay géc vi dd)

(ng—(b (—gs (pﬁg). Khi d6 toa d6 cau (r; 0; (p) va toa dé Descartes (x; y; z) clng

duwoc lién hé véi nhau boi cac cong thirc tvong tw nhuw trén.

Toa d6 cau thuan tién cho viéc tinh toan trén mat cau va trén mét sé dbi twong co tinh
déi xtrng, do d6, dwoc sir dung phd bién trong toan hoc, vat li, dia Ii va thién van.
Co quan Hang khéng va VU tru Hoa Ky NASA (National Aeronautics and Space
Administration) st dung toa dé dia hinh (Topodetic coordinates), mét dang twong tuw
clia toa d6 cau, trong viéc xac dinh vi tri cla vat thé trong khéng gian.
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BIEU THUC TOA PO

CUA CAC PHEP TOAN VECTO

KIEN THU'C, KINANG

- Nhan biét biéu thirc toa d6 clia cac phép toan vecto trong khong gian, thé hién cac phép toan
vecto theo toa dd, xac dinh dd dai cia mét vecto khi biét toa dé hai dau mut.

- Van dung biéu thirc toa dd ctia cac phép toan vecto dé giai mét sé bai toan c6 lién quan dén
therc tieén.

Nhirng c&n nha gd trong Hinh 2.47a dwoc phac thdo dudi dang mét hinh lang tru ding
tam giac OAB.O'A'B' nhu trong Hinh 2.47b. VV&i hé truc toa d6 Oxyz thé hién nhuw Hinh
2.47b (don vi do lay theo centimét), hai diém A’ va B’ ¢6 toa dd 1an lwot la (240; 450; 0) va
(120; 450; 300). Tl nhitng théng tin trén, cé thé tinh dwoc kich thwéc mbi chidu cta nhirng
can nha gb hay khéng?

Hinh 2.47

1. BIEUTHU'C TOA DO CUA PHEP CONG HAI VECTO,
PHEP TRU HAI VECTO, PHEP NHAN MOT SO V&1 MOT VECTO

) uo1. Hinh thanh biéu thirc toa dé cua phép céng hai vecto, phép trir hai vecto, phép
nhan moét s6 voi mot vecto trong khéng gian
Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto @ = (1, 0; 5) va b =(1, 3; 9).

a) Biéu dién hai vecto & va b qua cac vecto don vi /, J, k.

b) Biéu dién hai vecto @+ b va 23 qua cac vecto donvii, j, k, tir d6 xac dinh toa dé cla hai
vecto dé.

{ 3
Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a =(x; y; z) va b= (x;y' Z'). Taco:
. §+5:(X+x';y+y';z+z');

- d-b=(x-x,y-y;z-2),

« ka=(kx; ky; kz) voi k 1a mét s thuc.

\

A\
@ Néu toa dd cla vecto & la (x; y; z) thi toa d6 cla vecto ddi cla a la gi?

Y4



Nhan xét. Vecto & = (x; y; z) cing phuong voi vecto b = (s 95 #] + 0 khi va chi khi ton tai
X=kx'

s6 thuc k sao cho {y = ky'
z=kz

) Vi du 1. Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a=(2;15) va b = (2;2;1). Tim toa d6 clia
méi vecto sau:

a) a-b; b) 35+ 2b.

Giai
a)Via=(2t5)vab=(221)néna-b=(2-21-25-1)=(0;-14).
b) Ta cé 352(3-2;3.1;3.5):(6; 3;15) va 25:(2.2;2.2; 2.1):(4; 4 2)-
Do d6 3a +2b =(6+4; 3+4;15+2)=(10; 7;17).

 Luyén tdp 1. Trong khong gian Oxyz, cho ba vecto i =(1, 8;6), v =(-1,3; -2)vaw =(0; 5; 4).

Tim toa do cla vecto U —2v +w.
©2. Thiét lap toa dd trung diém doan thing, toa dé trong tam tam giac

Trong khong gian Oxyz, cho tam giac ABC c6 A(x,; y,; Z,),

Ta da biét
B(Xg Vg Z5) va ClXg Vo Z0)- oo
T “a ] O = (OA + OB);
a) Goi M la trung diém ctia doan thang AB. Tim toa d6 cua f
M theo toa d6 ctia A va B. @=§(m+@+&).

b) Goi G la trong tdm cta tam gidc ABC. Tim toa dé cua G
theo toa dd clia A, Bva C.

( Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém khéng thang hang A(x,; v,; z,), B(X, ¥, Z,) va |
C(xs Yo Zo). Khi do:

— Toa d6 trung diém clia doan thang AB |a (XA X5 Ya ZyB . Za ;ZBJ '

X, 4+ X, + X % o Z, 7+
= Toadétrongtémc&atamgiécABCIé[ 2t Xe T X Yot Ve T Vc. Za T2 C).

3 ’ 3 ’ 3

) Vi du 2. Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(1; 2; 3), B(3; 2; 1) va C(2; —1; 5). Tim toa d6
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trung diém M cla doan thdng AB va toa d6 trong tdm G cla tam giac ABC.

Giai

1+3 2+2 3+1
2 ' 2 2

Vi M 1a trung diém ctia doan thadng AB nén toa d6 clia diém M 1a (

M(2: 2; 2).

], suy ra

]

Vi G la trong tam clia tam giac ABC nén toa d6 clia diém Glé[ 3 3 T3

1+3+2_2+2+(—0_3+1+5J
suy ra G(2; 1; 3).



) Luyén tip 2. Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(2; 9; —1), B(9; 4; 5) va G(3; 0; 4). Tim
toa d6 diém C sao cho tam giac ABC nhan G |a trong tam.

2. BIEU THU'C TOA DO CUATICH VO HUONG

) #oz. Thiét 1ap biéu thirc toa dd cla tich vé hwéng trong khong gian
Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a =(x; y; z) va b= (x vy, 2).
a) Gidithichvisao/-i =1vai.-j=i-k=0.
b) S& dung biéu dién @ = xi +yj + zk dé tinh cac tich vé hwénga-i, a-j vaa-k.
c) St dung biéu dién b = x'i +yj + z’k dé tinh tich vo hwéng a- b.
Trong khéng gian Oxyz, tich vo hwéng cla hai vecto a = (x; y; z) va b =(x’; y; z') dwoc
xac dinh béi céng thirc:
a-b=xx+yy'+zz.
Nhan xét

— Hai vecto & va b vudng goc véi nhau néu va chi néu xx’ + yy' + zz' = 0.
~ Néua=(xy z)thildl=vaa=yx*+y>+ 2.

— Néua=(x; y; z) vab=(x’ y; z) Ia hai vecto khac 0 thi

a-b xx'+yy'+zz'

b)=——= .
) al-lol X2y x2ry?iz?

Q.

cos(

» Vi du 3. Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto & =(1; 4; 2) va b= (-4;1,0).
a) Tinh a-b va cho biét hai vecto a va b c6 vudng géc véi nhau hay khéng.
b) Tinh d6 dai clia vecto a.
Giai
a) Taco: a-b=1-(-4)+4.1+2.0=0. Do d6, hai vecto a va b vudng goc v&i nhau.
b) D6 dai cla vecto a 1a &l = v +4% + 27 =

) Luyén tip 3. Trong Vi du 3, tinh (é + 5)2.

» Vidu 4. Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh chi¥ nhat
va SA vubng géc véi mat phang (ABCD). Gid sir SA=2, AB=3,
AD = 4. Xét hé toa d6 Oxyz véi O trung A va cac tia Ox, Oy, Oz
lan Iwot trung véi céc tia AB, AD, AS (H.2.48).

a) Xac dinh toa d6 cla cac diém S, A, B, C, D.

b) Tinh BD va SC.

c) Tinh (BD, SC).

Giai

a) Vi A trung gbc toa d6 nén A(0; 0; 0). Vi B thudc tia Ox va AB = 3 nén B(3; 0; 0). Vi D thuéc
tia Oy va AD =4 nén D(0; 4; 0). Vi S thudc tia Oz va AS =2 nén S(0; 0; 2). Vi hinh chiéu cla
Cléncac truc Ox, Oy, Oz lan lvotla B, D, A nén C(3; 4, 0).

Hinh 2.48
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b) Taco BD =(0—3; 4-0;0-0)=(-3; 4 0), suy ra BD=|BD|=y(-3) +42+0? =5

Taco SC=(3-0,4-0,0-2)=(3 4 -2), suy ra SC=|SCl=y3? + 42 +(-2)° =29.
BD-SC (-3):3+4-4+0.(-2)

.
~|Bo|-|sc| 5429 5429

Chu y. Néu A(x,,; y,; z,) va B(x ¥, Z,) thi AB= |AB| = \/(XB —~ XA)2 +(¥Ys— Va )2 +(2z3 - 2, )2 .

c) Tacé cos(BD, SC) ,suyra (BD,SC)~74,9".

P&c biét, khi B triing O ta nhan dwoc céng thirc OA = \/xAz +y, itz

Y Luyén tdp 4. Trong khéng gian Oxyz, cho A(0; 2; 1), B(3; -2; 1) va C(-2; 5; 7).
a) Tinh chu vi clia tam giac ABC.
b) Tinh BAC .

3.VAN DUNG TOA DO CUAVECTO TRONG MOT SO BAI TOAN
COLIEN QUAN PEN THU'C TIEN
) Vi du 5. Trong khéng gian v&i mét hé truc toa dé cho trwde (don vi do 1y theo kilémét), ra da
phat hién mét chiéc may bay di chuyén vé&i van téc va huéong khdéng ddi tir diém A(800; 500; 7)
dén diém B (940; 550; 8) trong 10 phut. Néu may bay tiép tuc gilr nguyén van téc va hwéng
bay thi toa d6 cia may bay sau 5 phut tiép theo la gi?

A

Ag™

P P : e : ’
R&?M — - S A |

Hinh 2.49

Giai (H.2.49)

Goi C(x; y; z) la vi tri cia may bay sau 5 phut tiép theo. Vi hwéng clia may bay khéng dbi nén
AB va BC cuing hwéng. Do van tbe ctia may bay khéng ddi va thoi gian bay tir A dén B gap
déi théi gian bay tir B dén C nén AB =2BC.

DodéB—C»:%A—B»:(94O;800; 550;500; 8-7

) =(70; 25; 0,5).

x-940=70
Mat khac, BC = (x —940; y - 550; z - 8) nén < y —550 = 25
z-8=0,5.
x=1010
Tw dd {y =575 vavivay C(1010; 575; 8,5).
z =85

Vay toa d6 ciia may bay sau 5 phut tiép theo la (1010; 575; 8,5).

) 2



) Luyén tip 5. V&i cac gia thiét nhw trong Vi du 5, hdy xac dinh toa d6 cla chiéc may bay sau
10 phut tiép theo (tinh tir thdi diém may bay & diém B).

) Vi du 6. Hay trd |&i cau hdi trong finh huéng mé dau.
Giai. Vi diém A’ co toa dod la (240; 450; 0) nén khoang céch tir A’ dén cac truc Ox, Oy
l&n lwot 1a 450 cm va 240 cm. Suy ra A'A = 450 cm va A'O’ = 240 cm. Tw gia thiét suy ra
A'B = (-120; 0; 300), do d6 A'B'=|AB]=(-120)" + 0% + 300° =6029 ~ 323 (cm).

Vi 0'0 = A’A = 450 cm va O'ndm trén truc Oy nén toa d6 cla diém O’ la (0; 450; 0).

Do d6 O'B’ =(120; 0; 300) va O'B' =[0'B/| = 1207 + 0% + 3007 = 60429 ~ 323 (cm).

Vay méi c&n nha gbé cb chiéu dai 1a 450 cm, chiéu réng la 240 cm, méi canh bén clia mat tién
cb do dai la 323 cm.
i . Go6c o chinh la géc gilra
Y Luyén tap 6. Trong tinh huéng mé& dau, hay tinh dé Ion cla mat bén cta cin nha gb va

géc a. mat dat.

) Vi du 7. Hai chiéc khinh khi cau bay Ién tir cing mét dia diém. Chiéc thir nhat ndm céach diém
xuét phat 2 km vé phia nam va 1 km vé phia déng, déng th&i cach méat dat 0,5 km. Chiéc thir
hai ndm céach diém xuat phat 1 km vé phia bac va 1,5 km vé phia tay, déng thdi cach mat
dat 0,8 km.

Chon hé truc toa dd Oxyz v&i gbc O dat tai diém xuét phat clia hai khinh khi cau, mat phang
(Oxy) trung v&i mat dat véi truc Ox hwdng vé phia nam, truc Oy hwdng vé phia déng va truc
Oz hwéng thang dirng 1&n tréi (H.2.50), don vj do 14y theo kildmét.

a) Tim toa d6 clia méi chiéc khinh khi ciu déi voi hé toa do da chon.

b) Xac dinh khoang cach gitra hai khinh khi cau (lam tron két qua dén chir sb thap phan
thir hai).

Hinh 2.50
Giai .
a) Chiéc khinh khi ciu thir nhat va thir hai c6 toa do 1an Iwot 1a (2; 1: 0,5) va (~1: -1,5: 0,8).
b) Khoéng céch gilra hai chiéc khinh khi cau la

\/(—1—2)2 +(-1,5-1)+(0,8-0,5)" =[15,34 ~3,92 (km).

&l



Y Luyén tip 7. Trong Vi du 7, khinh khi céu th(r nhat hay thir hai & xa diém xuét phat hon?
Giai thich vi sao.

BAITAP
2.20. Trong khéng gian Oxyz, cho ba vecto & =(3; 1, 2), b= (-3;0;4)vac=(6;-1 0).
a) Tim toa d6 cla cac vecto a+ b +¢ va 2a-3b - 5¢.
b) Tinh céc tich vé hwéng é-(—E) va (2a)-c.
2.21. Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém M(-4; 3; 3), N(4; —4; 2) va P(3; 6; —1).
a) Tim toa dd cla cac vecto MN, MP, tir d6 ching minh rang ba diém M, N, P khéng
thang hang.

b) Tim toa do ctia vecto NM + NP, tir d6 suy ra toa do cla diém Q sao cho ti gidc MNPQ
la hinh binh hanh.

c) Tinh chu vi ctdia hinh binh hanh MNPQ.
2.22. Trong khéng gian Oxyz, cho tam giac ABC c6 A(1; 0; 1), B(0; -3; 1) va C(4; -1, 4).
a) Tim toa do trong tam cua tam giac ABC.
b) Ching minh rang BAC = 90°.
¢) Tinh ABC.

2.23. Mét phong hoc cé thiét ké dang hinh hép chir nhat z
v&i chiéu dai 1a 8 m, chiéu réng 1a 6 m va chiéu cao la
3 m. Mét chiéc dén dworc treo tai chinh gilra tran nha cla

phong hoc. Xét hé truc toa d6 Oxyz c6 gbc O tring véi R | B oo . b4
mét géc phdng va mat phang (Oxy) trung véi mat san, N &m
don vi do dwoc lay theo mét (H.2.51). Hay tim toa d6 cla % &m
diém treo den. Hinh 2.51

2.24. Trong khéng gian, xét hé toa dé Oxyz c6 gbc —TT——

O trung vé&i vi tri clla mét gian khoan trén bién,
mat phang (Oxy) trung v&i mat bién (duoc coi
la phéng) v6i truc Ox huéng vé phia tay, truc
Oy hwéng vé phia nam va truc Oz hwéng thang
dirng Ién tréi (H.2.52). Bon vi do trong khéng
gian Oxyz lay theo kilémét. Mot chiéc ra da dat
tai gian khoan cé pham vi theo ddi la 30 km. Héi
ra da c6 thé phat hién dwoc mét chiée tau tham
hiém c6 toa d6 1a (25; 15; —10) déi v&i hé toa dd
ndi trén hay khéng? Hay giai thich vi sao.

Hinh 2.52

72



BAI TAP CUOI CHUGNG I

A-TRAC NGHIEM

2.25. Cho i dién ABCD. L4y G la trong tam ctia tam giac BCD. Khang dinh nao sau day la sai?
A. BG+CG+DG=0. B. AB+AC + AD = 3AG.
C. BC +BD =3BG. D. GA+GB+GC+GD=0.

2.26. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D', LAy M |a trung diém ctia doan thang CC'. Vecto AM bang
A. AB+AD+ AR 5. AB + AD + AA.
C.IB#%ATD#%M. D. %E+E+ﬁ.

2.27. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Khang dinh nao duéi day la sai?
A. AB+CC' = AB. B. AB+AD+AA = AC'.
C. AD+BB =AD'. D. AB+CC' =AC.

2.28. Cho tir dién déu ABCD c6 db dai canh bang a, goi M la trung diém clia doan thang CD.
Tich vé hwéng AB-AM bang

2

A0 il et D. &
4 2 3
2.29. Trong khéng gian Oxyz, cho a=(1 -2; 2), b=(-20; 3). Khang dinh nao duéi day
la sai?
A.&+b=(-1-25). B.a-b=(3-2-1).
C.3d=(3-22). D.2a+b=(0;-4;7).

2.30. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh binh hanh ABCD c6 A(-1; 0; 3), B(2; 1, —1) va
C(3; 2; 2). Toa d0 cla diém D 1a
A. (2: -1; 0). B. (0; -1: -8). C. (0: 1: B). D. (-2; 1: 0).

2.31. Trong khéng gian Oxyz, cho A(1; 0; —1), B(0; —1; 2) va G(2; 1; 0). Biét tam giac ABC co
trong tam |a diém G. Toa d6 cua diém C la
A (5 4 1), B. (-5, —4: 1). C. (1:2; ). D. (-1; -2; 1).

2.32. Trong khéng gian Oxyz, cho a=(2;1-3), b =(-2,-1,2). Tich v6 huwéng a- b bang
A. 2. B. -11. C. 1. D. 2.

2.33. Trong khéng gian Oxyz, cho a=(2; 1, - 2), b= (0; -1 1). Géc gilra hai vecto &, b bang
A. 60°. B. 135°. C. 120° D. 45°



2.34. Trong khéng gian Oxyz, cho & =(-2;2;2), b =(1 —1 —2). Cosin cta goc gilta hai

vecto g, b bang

A __2‘/5 B & Q ﬁ
B-TU LUAN

2.35. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh ch{¥ nhat. Chirng minh rang:
SA+SC=SB+SD.

2.36. Cho i dién ABCD, 14y hai diém M, N thod man MB + 2MA =0 va NC = 2DN.
Hay biéu dién MN theo AD va BC.

2.37. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’, goi G la trong tam cua tam giac BDA'.
a) Biéu dién AG theo AB, AD va AA’.
b) Tt cau a, hay chirng té ba diém A, G va C'thang hang.

2.38. Trong khéng gian Oxyz, cho céc diém A(2; —1; 3), B(1; 1; —1) va C(-1; 0; 2).
a) Tim toa do trong tam G cua tam giac ABC.
b) Tim toa dé diém M thudc truc Oz sao cho dwéong thang BM vuéng goc véi dudng

thang AC.

2.39. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép OABC.O'A'B'C’ va céc diém A(2; 3; 1), C(-1; 2; 3)
va O'(1; -2; 2). Tim toa do cac dinh con lai cia hinh hop.

2.40. Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a = (-2; 1; 2), b= (11 -1).
a) Xac dinh toa dd clia vecto u=a - 2b.
b) Tinh d6 dai vecto u.
c) Tinh cos(a, b).

2.41. Trong khéng gian Oxyz, cho céc diém A(4; 2: —1), B(1; =1; 2) va C(0; =2; 3).
a) Tim toa do cua vecto AB va tinh d6 dai doan thang AB.
b) Tim toa d8 diém M sao cho AB +CM =0.
c) Tim toa d6 diém N thudc mat phang (Oxy), sao cho A, B, N thang hang.

2.42. Hinh 2.53 minh hoa mét chiéc dén dwoc treo cach tran &
nha la 0,5 m, cach hai twong lan lvotla 1,2 m va 1,6 m.
Hai bire twdng vudng goc vé&i nhau va cung vudng goc voi
trdn nha. Ngudi ta di chuyén chiéc dén dé dén vi tri méi [
cach tran nha la 0,4 m, cach hai twdng déu 1a 1,5 m. : |

a) Lap mét hé truc toa dé Oxyz phu hop va xac dinh toa db 1,6 m
clia bong dén luc dau va sau khi di chuyén.

b) Vi tri m&i clia bong dén cach vi tri ban dau la bao nhiéu
mét? (Lam tron két qua dén chir s6 thap phan thir nhat). Hinh 2.53
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O 16p 11, ching ta da dwoc gidi thiéu vé cac sb
d&c treng do xu thé trung tdm ctia mau sb liéu
ghép nhém. Trong chwong nay, ching ta tiép tuc
tim hiéu vé cac sb dac trung do mirc d6 phan tan

cta mau sé liéu dang nay.
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“Khg n&ng lam viéc v6i dir liéu dé xcr Ii di¥ liéu, trich xuét di liéu, trure quan hod di¥ liéu,

truyén dat di¥ liéu sé Ia kT ndng cuc ki quan trong trong nhiing thap ki toi”,
Hal Varian — Truéng phong kinh té ctaa Google
(Theo forbes.com)

KHOANG BIEN THIEN

VA KHOANG TU PHAN VI

THUAT NGU
+ Khodang bién thién
- Khoang ttr phén vi :

i KIEN THU'C, KINANG
i+ Tinh khodng bién thién, khoang t phan vi clia mau s6 liéu ghép nhom.

« Hiéu y nghia, vai trd ctia khoang bién thién, khoang t& phan vi trong
viéc do murc d6 phan tan.

Théng ké sé ngay trong thang Sau nam 2021 va nam 2022 theo nhiét @b cao nhét trong ngay
tai Ha NGi, nguoi ta thu dwgc bang sau:

Nhiét dd (°C) [28; 30) | [30; 32) | [32; 34) | [34; 36) | [36; 38) | [38; 40)
Sé ngay trong thang 6/2021 0 ) 8 5 6 9
Sé ngay trong thang 6/2022 2 3 4 11 8 2

(Theo accuweather.com)

H&i thang S&au nam nao & Ha N&i nhiét dé cao nhéat trong ngay bién déi nhiéu hon?

P& biét thang Sau ndm nao & Ha Néi nhiét d6 cao nhét trong ngay bién déi nhiéu hon,
ta can tinh va so sanh cac s6 dac treng do mirc do phan tan cla hai mau so liéu ghép nhém

trén. Chlng ta cung tim hiéu van dé nay!




1. KHOANG BIEN THIEN

) uo1. Trong tinh hubng mé dau, goi X,, X,,..., X, 1a nhiét d6 cao nhét trong ngay cdia 30 ngay

RY

thang Sau nam 2021 (mau sé liéu gbc).

a) C6 thé tinh chinh xac khoang bién thién cho mau sé liéu gbc hay khéng?
b) Gia tri 16n nhét, gia tri nhé nhét x, c6 thé nhan la gi?

c) Hay dwa ra mét gia tri xap xi cho khodng bién thién ctia mau sé liéu géc.

Cho mau sé liéu ghép nhom:

Nhom

Tan sb

[a,; a,) [a; a.,)

1 m, 5

[akl ak+ 1)

m

Bang 3.1. Mau sé liéu ghép nhém

trong d6 cactansé m, >0, m, >0van=m, +... + m, la c& mau.

Khoang bién thién ciia mau sé liéu ghép nhém trénla R=a, ., — a,.
@ Chi ra réng khodang bién thién ctia mau sé liéu ghép nhém trong Bang 3.1 Ién hon khoadng
bién thién ctia mau sé liéu gbc.

Y nghia. Khodng bién thién ciia mau sé lieu ghép nhém xap xi cho khodng bién thién ctia
mau s6 liéu géc. Khoang bién thién dwoc dung dé do mirc 6 phan tan clia mau sé liéu ghép
nhoém. Khodng bién thién cang Ion thi mau sé liéu cang phan tan.

) Vidu 1. Théng ké thoi gian sir dung mang xa héi trong ngay ctia cac ban Té 1, T6 2 16p 12A,
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duoc két qué nhw bang sau:

Thei gian st dung (phut) [0; 10) [10; 30) [30; 60) [60: 90)
S hoc sinh Té 1 2 4 3 1
S6 hoc sinh Té 2 5 1 3 0

Tim khodng bién thién cho th&i gian sir dung mang x& héi ctia hoc sinh méi té va giai thich
y nghia.

Giai

Goi R,, R, twong (rng & khodng bién thién ciia mau sé liéu ghép nhom vé thoi gian str dung
mang x4 hdi trong ngay clia cac ban Té 1 va Té 2.

Taco: R,=90-0=90vaR,=60-0=060.

Do R, >R,néntaco thé két luan rang th&i gian str dung mang xa héi trong ngay cla cac ban
Té 1 phan tan hon thoi gian sir dung mang x& héi clia cac ban Té 2.



) Luyén tip 1. Théi gian hoan thanh bai kiém tra mén Toan cla cac ban trong I&p 12C dwoc
cho trong bang sau:

Thoi gian (phut) [25; 30) [30; 35) [35; 40) [40; 45)
Sé hoc sinh 8 16 4 2

a) Tinh khoéng bién thién R cho mau sé liéu ghép nhém trén.
b) Néu biét hoc sinh hoan thanh bai kiém tra s&m nhét méat 27 phdt va mudn nhét mét
43 phut thi khodng bién thién cia mau sé liéu gbc la bao nhiéu?

2.KHOANG TU PHAN VI

) WD2. Trong tinh hudng mé dau, goi ¥, ¥,...., Ya,

5 ki s £ < 5 ! T phén vithrrla
la nhiét d6 cao nhat trong ngay cua 30 ngay

- i 5 =il
thang Sau nim 2022 (mau sé lidu géc). ; o (memy ) ( |
. =8 (a,q—a,)
a) Cé the tinh chinh xac khoang t(r phan vi cia : m, et
mau sb liéu gbc hay khéng? trong d6 [ a,; a,,;) 1a nhém chiva t phan vi

b) Tim t& phan vi thi* nhét Q, va tr phan vi  thervéir-1,2, 3.
thr ba Q, cho mau s6 liéu ghép nhom.

c) Hay dwa ra mét gia tri x4p xi cho khoang
tr phan vi cila méau sé liéu gbc.

Xét mau sbé liéu ghép nhém cho béi Bang 3.1.

Khodng tt phan vi clia mau sb liéu ghép nhém, ki hiéu la A, Ia hiéu sé gilra t& phan vi
| th» ba Q, va ttr phan vi thir nhéat Q, clia mau s6 liéu do, tirc1a A, =Q, - Q,.

Y nghia. Khoang t& phan vi ciia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho khodng t& phan vi cla
mau s6 liéu gbc. Khoang tlr phan vi cling dwoc dung dé do mirc 6 phan tan clia mau sé liéu
ghép nhom. Khoéng t&r phan vi cang 16n thi mau sé liéu cang phan tan.

Nhan xét. Do khoang t& phan vi ciia mau sé liéu ghép nhom chi phu thudc vao niva gitra clia
mau sé liéu, nén khéng bi dnh hwéng bdi cac gia tri bat thwdng va coé thé dung dai lwong
nay dé loai gia tri bat thwong.

» Vi du 2. Thoi gian chd kham bénh clia cac bénh nhan tai phong kham X dwoc cho trong

bang sau:
Thoi gian (phut) [0; 5) [5; 10) [10; 15) [15; 20)
S6 bénh nhan 3 12 15 8

a) Tim khodng tl* phan vi clia méau sé liéu ghép nhém nay.

b) T& mét mau sé liéu vé thei gian ché kham bénh cla cac bénh nhan tai phong kham Y
nguoi ta tinh dwoc khodng tir phan vi bang 9,23. Héi théi gian ché cla bénh nhan tai
phong kham nao phan tan hon?



Giai

a)COémaulan=3+12+ 15+ 8 = 38. GO X,,..., X5 1@ thOi gian chd kham bénh cla 38
bénh nhan nay va gia sr rang day sé liéu géc nay da duoc sap xép theo thir tw tang dan.
T( phan vi thr nhat clia mau s6 liéu gbc 1a x,, nén nhém chira tir phan vi thir nhat 1a nhom
[5; 10) va ta cé:

3

Q =5+[4 ]-5z7,71.
! 12

T& phan vi thtr ba ciia méu so liéu gbc Ia x,, nén nhém chira t& phan vi thi ba 1a nhém
[10; 15) va ta cé:
[3 -438 . 5]
10+ -4 |.5-14,5.
% 15

Vay khodng t&r phan vj ctia mau s6 liéu ghép nhom la: A, =Q, - Q, ~14,5-7,71=6,79.

b) Do A,= 6,79 < 9,23 nén théi gian che cua bénh nhan tai phong kham Y phan tan hon
thoi gian chd clia bénh nhan tai phong kham X.

Y Luyén tip 2. Mot nguwdi ghi lai thei gian dam thoai clia mét sé cude goi cho két qua nhuw

bang sau:
Thai gian ¢ (phut) Sé cubc goi
0<t<1 8
1<t<?2 17
2<t<3 25
3<t<4 20
4<t<5 10

Tinh khodng t& phan vi cla mau sé liéu ghép nhém trén.

) Vin dung. Hay gidi bai toan trong tinh huéng mé dau bang cach st dung khodng bién thién
va khodng t(r phan vi ciia mau sbé liéu ghép nhém.

BAITAP

3.1. Théng ké s6 thé vang ctia méi cau lac bo trong gidi ngoai hang Anh mua gidi 2021 — 2022
cho két qua nhu sau:

101 79 9 78 Fi= 73 68 67 67 63
63 61 60 59 57 gb 513 50 47 42.

(Theo premierleague.com)
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a) Hay ghép nhém day sé liéu trén thanh cac nhém cé dd dai bang nhau véi nhém
dau tién 1a [40; 50).

b) Tinh khodng bién thién, khoang t& phan vi ciia mau sé liéu gbc va mau sb liéu ghép
nhém thu dwoc & cau a. Gia tri nao 14 gia tri chinh xac? Gia tri nao 1a gia tri xap xi?

3.2. Thu nhap theo thang (don vi: triéu dbéng) clia ngudi lao ddng & hai nha may nhu sau:

Thu nhap [5; 8) [8; 11) [11; 14) [14;17) [17; 20)
Sé nguoi cha nha may A 20 35 45 35 20
S6 nguwdi clia nha may B 17 23 30 23 17

Tinh mirc thu nhap trung binh clia ngui lao ddng & hai nha may trén. Dwa vao khoang
t& phan vi, hay xac dinh xem mdrc thu nhap cla nguei lao ddng & nha may nao bién déng
nhiéu hon.

3.3. Bang sau day cho biét chiéu cao cta cac hoc sinh I6p 12A va 12B.

Chiéu cao (cm) | [145; 150) | [150: 155) | [155; 160) | [160: 165) | [165; 170) | [170: 175)
Sé hoc sinh

cla 16p 12A 1 0 15 12 10 5

Sé hoc sinh

cua loép 12B - 2 1 1 . 8

a) Tim khodng bién thién, khoang tlr phan vi cho cac mau sé liéu ghép nhém vé chiéu cao
cla hoc sinh I6p 12A, 12B.

b) Pé so sanh d6 phan tan vé chiéu cao cla hoc sinh hai I&p nay ta nén dung khoang
bién thién hay khodng tlr phan vi? Vi sao?
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PHUONG SAl

VA PO LECH CHUAN

THUAT NGU : KIEN THU'C, Ki NANG
+ Phwong sai i + Tinh phuong sai, d6 Iéch chudn cia mau s6 liéu ghép nhém.
« D0 léch chuan : « Hiéu y nghia, vai trd cia phuong sai, do léch chuén trong viéc

do mirc d6 phén tan.

D& xac dinh d6 6n dinh clia mot may do d6 &m khéng khi, ngwdi ta dung may nay dé do 20
lan. Néu d6 1éch chuén ctia mau sé liéu do 16n hon 0,15 thi ngudi ta s& dwa may do di sira
chira. Trong mét lan 1ay mau, ki thuét vién cé dwoc mau sé liéu ghép nhom sau:

D6 Am (%) [52: 52,1) | [62,1:52,2) | [62,2;52,3) | [52,3;52,4) | [52,4;52,5)
Tan sé 1 & 8 4 2

Liéu c6 can dwa may do nay di stra chira hay khéng?

1. PHU'ONG SAI VA DO LECH CHUAN

) Ho1. Tré lai bai toan trong tinh huéng mé dau. Goi x,,..., x,, 1 cac két qua do (méu sé liéu gée).
a) Co thé tinh dwoc chinh xac phwong sai va dé Iéch chuan cia mau sé liéu gbc hay khéng?
b) Thao luan va dé xuat wéc lvong cho phwong sai va doé léch chuan ctia mau sé liéu géc.

Xét mau sb liéu ghép nhém cho béi Bang 3.1.

& N
« Phuwong sai clia mau sé liéu ghép nhom, ki hiéu 1a s?, la mét s6 dwoc tinh theo cong
thire sau:

& :m1(x1 —X) +om (X - X)

n

. a +a e e a e pia .
trong d6, n=m, +...+ m,; X, =— > Moydi i=1, 2,..., k la gia tri dai dién cho nhém

o MmMX .M, s . . a e ) .
jvax =—- K"k |a s0 trung binh clla mau so liéu ghép nhom.

[a;; &, -

i+1

« P léch chuén clia mau sbé liéu ghép nhém, ki hiéu 1a s, 1a c&n bac hai sé hoc cia

phwong sai ciia mau sé liéu ghép nhom, tirc la s = vs?.
| 7

Nhan xét. Ta co thé tinh phwong sai theo ¢éng thirc: s* = %(m1 X+ +m, -x,f)— (x)".

D léch chuan c6 cling don vi véi don vi cla mau sé liéu.




Y nghia. Phwong sai, d léch chudn clia mau sb liéu ghép nhém la cac xp xi cho phuwong
sai, d6 1&ch chudn cia mau sé liéu gbc. Chung dwoc dung dé do mirc d6 phan tan ctia mau
s6 liéu ghép nhom xung quanh sé trung binh ctia mau sé liéu 6. Phwong sai, d6 [éch chuén
cang Ién thi mau sé liéu cang phan tan.

Chi y. Nguei ta con s dung cac dai lwong sau dé& do mirc d6 phan tan cta mau sé liéu
ghép nhom:
=2 =2
&2 m(x, —X)" +...+ m.(x, — X) A /gz.

n-1 T

) Vidu 1. Ngudi ta theo déi sw thay dbi can nang, dwoc tinh bang hiéu can nang trwéc va sau
ba thang ap dung ché dd &n kiéng clia mét sd ngudi cho két qué nhw sau:

Thay déi can nang (kg) [-1: 0) [0; 1) [1::2% [2; 3) [3; 4)
S6 ngwdi nam 2 3 5 3 2
Sé ngudi nir 2 7 g 7 2

Tinh s6 trung binh, phwong sai, d6 l1éch chuén va nhan xét vé su thay ddi can nang cla
ngu®i nam, ngudi nr sau ba thang ap dung ché dd an kiéng.

Giai

Chon gié tri dai dién cho cac nhém sé liéu, ta co:

Gia tri dai dién -0,5 0,5 1,5 2,5 3,5
S6 nguwdi nam 2 3 5 3 2
S6 ngudi ni 2 7 12 7 2

Téng s6 nguwdinamla: n,=2+3+5+3+2=15,
Téng sé ngudinir 1&: n,=2 +7 + 12+ 7 + 2 = 30.
Thay déi can ndng trung binh cGa ngu®i nam la:
X, :%[2-(—0,5)+3-0,5+5~1,5+3-2,5+2-3,5]:1,5 (kg).
Thay déi can nang trung binh cGa ngudi nir 1a:

% =i[2.(—0,5)+7.o,5+12-1,5+7.2,5+2.3,5]=1,5 (kg).

30
Phwong sai va d6 léch chuan clia mau sé liéu vé thay dbi can nang cla ngudi nam la:
s? =%[2.(—o,5)2 +3.0,52+5.15% +3.2,5% +2.3,67 | 1,52 ~ 1,2 5, ~1,21.
Phwong sai va d6 |&ch chudn ctia mau sé liéu vé thay dbi can nang cla ngudi nir |a:
s :%[2-(—0,5)2 + 7-0.5% +12-1,5% + 7 -2,5° +2-3,52]—1,52 ~2,06% s, ~ 2,06.

Nhw vay, sau ba thang ap dung ché dé an kiéng nay, vé trung binh s thay dbi can nang cla
nam va ni¥ |a nhw nhau. Tuy nhién, sw bién déng vé thay di can nang ctia ni* nhiéu hon
so v&i clia nam.
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) Luyén tip 1. M6t van déng vién luyén tap chay cu li 100 m @& ghi lai két qua luyén tap nhw sau:

Thoi gian (giay)

[10,2; 10,4)

[10,4: 10,6)

[10,6: 10,8)

[10,8: 11)

Sé van déng vién

3

7

8

2

Tim phwong sai va d6 léch chuan cia mau sé liéu ghép nhém nay. Phuong sai va dé
léch chuén cho biét diédu gi?

) Vindung. Hay tinh @6 léch chuén ctia mau sé liéu ghép nhém cho bai toén trong tinh hubng

mé& dau va cho biét cé can dwa may di sira chira hay khéng.

2. SU’ DUNG PHU'O'NG SAI, PO LECH CHUAN DO DO RUIRO

Trong tai chinh, ngudi ta c6 nhidu cach dé& do d6 rdi ro cla mét phwong an dau tw. Mot
trong cac cach d6 la str dung d6 1éch chuén cla loi nhuan thu dwoc theo phwong an dau tuw.
Dé léch chuédn cang 16n thi phwong an dau tw cang rui ro.

) Vidu 2. Anh An dau tv sé tién bang nhau vao hai linh vuc kinh doanh A, B. Anh An théng ké
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s6 tién thu dwoc mdi thang trong véong 60 thang theo méi [inh ve cho két qua nhw sau:

Sé tién (triéu déng) [5: 10) | [10; 15) | [15; 20) | [20; 25) | [25; 30)
S6 thang dau tw vao linh vec A 5 10 30 10 5
S6 thang dau tw vao linh vic B 20 5 10 5 20

So sanh gia tri trung binh va dé I&ch chuan cla sé tién thu dwoc mdi thang khi dau tw vao
méi linh vwc A, B. Pau tw vao linh vwe ndo “rdi ro” hon?

Giai
Chon gia tri dai dién cho cac nhom sé liéu ta co:

Gia tri dai dién 7.5 12,5 17,5 22.5 27,5
S6 thang dau tw vao linh vuc A 5 10 30 10 5
S6 thang dau tw vao linh vuc B 20 5 10 5 20

Sé tién trung binh thu dwoc khi dau tw vao cac linh vuc A, B twong ing 1a:
k, = %(5-7,5 +...+5-27,5)=17,5 (triéu dbng);

X, =6—10(2o.7,5+...+20-27,5) =17,5 (triéu dbng).

Nhw vay, vé trung binh dau tw vao cac linh vuc A, B sb tién thu dwoc hang thang nhuw nhau.

D6 léch chuan cla sb tién thu dwoc hang thang khi dau tw vao cac linh vuc A, B twong (rng a:

5 :\/%(5.7,52 +...+5<27,52)—(17,5)2 =5;

Sg :\/;—0(20.7,52 +...+2o.27,52)-(17,5)2 ~ 8,42,



Nhw vay, d6 léch chudn cha mau sé liéu vé sé tién thu dwoc hang thang khi dau tu vao
linh vwe B cao hon khi dau tw vao Iinh vwe A. Nguwdi ta ndi rang, dau tw vao linh vue B 13
“rdi ro” hon.

Vi du sau cho thay khéng phai Iic nao ta ciling c6 thé dung dd 1éch chuén ctia loi nhuan thu
dwoc dé so sanh do rui ro cla cac phwong an dau tw.

) Vidu3. Théng ké loi nhuén hang thang (don vi: triéu ddng) trong 20 thang clia hai nha dau tw
dwoc cho nhu sau:

Loi nhuan [10; 20) [20; 30) [30; 40) [40; 50) [50; 60)

S6 thang 2 4 8 4 2
Bang 3.2. Loi nhuén theo thang ctia nha dau tw nhé

Loi nhuan [510; 520) [520; 530) [630; 540) [540; 550) [650; 560)

Sé thang 4 3 5] 3 4
Bang 3.3. Loi nhuén theo thang cda nha déu tw I6n

Tinh d6 1éch chuén clia hai m3u s6 liéu ghép nhém trén. Co nén dwa vao @6 léch chuan ¢é
so sanh 4o rti ro cda hai nha dau tw nay khéng?

Giai
Chon diém dai dién cho cac nhéom sé liéu ta tinh dwoc céac sé dac trung nhw sau:
Loi nhuan trung binh mét thang cta cac nha dau tw twong (rng la:

X, :%(2-15+...+2;55):35 (triéu ddng); X, =2i0(4-515+...+4.555)=535 (triéu ddng).

D6 léch chuan cla loi nhuan hang thang cla hai nha dau tw twong (rng la:

8, =\/%(2-152 +...+2-56")-(35)" ~10,95;

5y =\/i(4.5152 +..+4.5557)—(535)" ~13,78.
20

D6 1&ch chuén cho loi nhuan hang thang cla nha dau tw I&én cao hon clia nha dau tw nhd.

Loi nhuén trung binh cla hai nha dau tw khac nhau réat nhiéu, do dé ta khéng nén dung dé

léch chudn dé so sanh mirc @6 rdi ro clia hai nha dau tw nay.

Nhan xét. Ta khéng nén dung phuwong sai hay d6 l1éch chudn dé so sanh @6 rii ro clia hai
phwong an dau tw khi loi nhuan trung binh cla hai phwong an dau tw nay khac nhau rat nhiéu.

” 4 ,)
(—o Em c6é biét? e N

Pé so sanh d6 phan tan ctia hai mau s0 liéu khi don vi do trén hai méu s6 liéu khac nhau
hqéc gia tri trung binh cta hai mau so liéu né}y khéc nhau rat nhiéu nguwdi ta dung hé sé
bien thién CV (Coefficient of Variation). Hé so bién thién dwoc tinh theo cdng thuc:

cv=2
X

9 trong d6 s la d6 Iéch chuén va x 1a sé trung binh cla mau sé liéu.
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BAITAP

3.4. Kjém tra khoi lwong cda 30 bao xi mang (don vi: kg) dwoc chon ngdu nhién tredc khi
xuat xwdng cho két qua nhu sau:

49,5

51,1 50,8 50,2 48,7 496 51.3 51,4 50,1 50,5
48,9 49,3 50,7 48,8 49,8 48,8 51,2 50,4 50,0 8.2
514 48,7 51,2 50,6 50,9 49,2 50,7 51,1 48,6 49,6.
a) Thay dau "?" bang sé thich hop dé hoan thién mau sé liéu ghép nhém sau.
Nhom sb lieu | [48,5; 49) | [49: 49.5) | [49,5; 50) | [50: 50,5) | [50,5: 51) | [51: 51,5)
Sé bao xi mang ? ? 7 ? ? 2

b) Tinh phwong sai va d6 léch chuan clia mau s6 liéu gbc va mau sb liéu ghép nhom.
Gia tri nao la gia tri chinh xac? Gia tri nao la gia tri xap xi?
3.5. Tudi tho ctia mét sé linh kién dién tlr (don vi: ndm) dwoc sdn xuat bdi hai phan xwéng
duoc cho nhuw sau:

Tubi tho (ndm)

[1,52) | [2,2,5) | [253) | [3;35) | [3,5 4)
Sé6 linh kién cta phan xwéng 1 4 9 13 8 6
Sé linh kién ctia phan xwéng 2 2 8 20 7 3

Tinh phwong sai va d6 |&ch chudn cla méi mau sé liéu ghép nhém va nhan xét vé dé
phan tan cla tubi tho cac linh kién dién tlr dwoc san xuat b&i moi phan xwéng.

3.6. M6t nhém 20 hoc sinh diing mét thiét bi do dwéng kinh ctia mét nhan té bao cho két qué
nhw sau:

Két qua do (um) [4,5; 5) [5; 5,5) [5,5; 6) [6; 6,5)

Sé hoc sinh 3 8 7 2

a) Tinh sé trung binh va dé léch chuén ctia mau sé liéu ghép nhém trén.
b) Sé trung binh va dé léch chuan cho biét théng tin gi?

3.7. Thoi gian chay tap luyén cw li 100 m cta hai van déng vién dwoc cho trong bang sau:

Thoi gian (giay) [10:10,3) | [10,3;10,6) | [10,6:10,9) | [10,9; 11.2)
Sé 1an chay clia A 2 10 5 3
Sé lan chay cla B 8 7 9 6

Dwa trén dé léch chuén clia cac mau sé liéu ghép nhém, hay cho biét van déng vién nao
co6 thanh tich luyén tap 6n dinh hon.

3.8. pé nén dung phuong sai (hodc do léch chuén) d& so sanh d6 phan tan cta hai mau
s0 liéu ghép nhém trong méi trwdng hop sau khdng? Tai sao?

a) Cac mau s6 liéu ghép nhom vé diém thi tot nghiép mén Toan clia hoc sinh hai trwong
trung hoc pho théng cé chat lvong twong dwong.

b) Cac mau sé liéu ghép nhém vé doanh thu ctia 100 clra hang ban 1é va doanh thu cla
100 siéu thj
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BAI TAP CUOI CHUGNG I

A - TRAC NGHIEM
St dung di¥ kién sau dé tra 1o cdu héi trong céc bai tap ttr 3.9 dén 3.13.

Mot vween thu ghi lai tudi tho (don vi: ndm) clia 20 con hé va thu dwoc két qua nhw sau:

Tubi tho [14; 15) [15; 16) [16; 17) [17; 18) [18; 19)
Sé con hd 1 3 8 6 2

3.9. Khodng bién thién ciia mau sé liéu ghép nhom nay la
A. 3. B. 4.
C.5. D. 6.
3.10. Nném chira tlr phan vi thir nhét la
A.[14; 15). B. [15; 16).
C.[16; 17). D. [17; 18).
3.11. Nhém chuira tr phan vi ther ba la
A.[15; 16). B. [16: 17).
C.[17; 18). D.[18: 19).
3.12. Sé dac trwng nao khéng sir dung théng tin ctia nhém sé liéu dau tién va nhom sé liéu
cudi cung?
A. Khoéng bién thién.
B. Khoang tir phan vi.
C. Phuwong sai.
D. Pd léch chuén.
3.13. Néu thay tat ca cac tan sé trong mau s liéu ghép nhém trén bang 4 thi sé dic trwng nao
sau day khdéng thay dai?
A. Khoang bién thién.
B. Khoang tir phan vi.
C. Phwong sai.

D. b6 léch chuén.




B-TU LUAN

3.14. Dé danh gia chat lwong mét loai pin dién thoai méi, ngwdi ta ghi lai théi gian nghe nhac
lién tuc cla dién thoai dwoc sac day pin cho dén khi hét pin cho két qua nhu sau:

Thoi gian (gio) [5; 5,5) [5,5; 6) [6; 6.5) [6,5; 7) [7;7.5)
S? chLéc dién thoai 5 8 15 10 5
(tan so)

Tinh khodng bién thién, khodng tr phan vi va dd léch chudn cia méau sé liéu ghép
nhém trén.

3.15. Nguoi ta ghi lai tién 1&i (don vi: triéu ddng) clia mot sb6 nha dau tw (voi sb tién dau tw
nhw nhau), khi dau tw vao hai linh vuc A, B cho két qua nhu sau:

Tién l3i 5:10) | (10:15) | [15:20) | [20:25) | [25: 30)
Sé nha dau tw vao linh vuc A 2 5 8 6 4
S6 nha dau tw vao linh vuc B 8 4 2 5 6

a) Vé trung binh, dau tw vao linh vwe nao dem lai tién 1ai cao hon?
b) Tinh @6 léch chuan cho cac méau sé liéu vé tién 14i clia cac nha dau tw & hai linh vuc
nay va gidi thich y nghia ctia cac sé thu dworc.
3.16. Thanh tich mén nhady cao clia céac van déng vién tai mét gidi dién kinh danh cho hoc sinh
trung hoc phé théng nhu sau:

Mrc xa (cm) [170; 172)

Sé van ddng vién 3

[172; 174) | [174;176) | [176; 180)
10 6 1

a) Tinh cac sé d&c trung do mirc 6 phan tan cla mau sé liéu ghép nhém trén.
b) D& phan tan cla mau sé liéu cho biét diéu gi?

3.17. Trong bai thwc hanh do hiéu dién thé cla mach dién, An va Binh da dung hai von ké
khac nhau @& do, mdi ban tién hanh do 10 1an cho két qua nhw sau:

Hiéu dién thé do dwoc (Von) | [3,85: 3,90) | [3,90; 3,95) | [3,95: 4,00) | [4,00: 4,05)
Sé 1an An do 1 6 2 1
Sé lan Binh do 1 3 4 2

Tinh @6 léch chuan cla cac mau sé liéu ghép nhom cho két qua do clia An va Binh.
Tw d6 két luan xem von ké cla ban nao cho két qua do 6n dinh hon.



HOAT PONG
THUC HANH TRAI NGHIEM

KHAO SAT VA VE DO THI HAM SO
vGI1 PHAN MEM GEOGEBRA

MUCTIEU
St dung phan mém GeoGebra dé khéo sat va v& db thi ham s6, dac biét ddi v&i nhitng ham s
phtrc tap.

Khéi déng phan mém GeoGebra Q chon Complex Adaptive System (CAS) dé thyc hién
tinh toan dao ham, tim cwc tri, tim gié tri I6n nhat (GTLN), gid tri nhd nhét (GTNN) clia ham
sb va tim cac dwéng tiém cén cla dé thi ham sé; chon Graphics 2 dé vé dd thj ciia ham sé.

1.TiNH DPAO HAM CUA HAM SO

a) Tinh dao ham clia ham sd trén mdt khoang

D& tinh dao ham clia ham s trén mét khoang, ta dung Iénh Derivative (<ham s6>), két qua
sé& duwoc hién thi ngay bén dudi.

1 Derivative(x” — 4 x* +2 x — 3)

- 5x*—12x2+4+2

b) Tinh dao ham cla ham so tai mot diém

Trwéce tién, ta dung |énh Derivative (<ham s6>) dé tinh dao ham clGa ham sbé trén tap xac
dinh ctia ham sé d6.

Nhan nut & dau lénh I:I lic nay tén clia ham sé dwoc phan mém dat tw dong. Sau d6, dé

tinh dao hé}m cCIa'hém sb tai mot d[iém xac dinh, ta thay gia tri cGa bién vao ham dao ham
clla ham s6 do, két qua sé dwoc hién thi ngay bén duwdi.

1 f(x) := Derivative(x’ — 4 x* + 2 x — 3)
® f(x) :=5x*—12x*+2
2 f(2)
- 34




c) Tinh dao ham c3p cao ciia ham sd

Pé tinh dao ham cép n cla ham sé trén mdt khodng xac dinh, ta dung I&nh Derivative
(<ham sé>, <sb cép>), két qua sé& dwoc hién thi ngay bén dwoi.

Cho ham sb y = f(x) ¢6 dao ham cap n - 1, ki hiéu
1 Derivative(x” — 4’ +2x—3,3) 1 77 0(x) (ne N, n > 1). Néu () c6 dao ham
— 60x%>—24 thi dao ham clia n6 dwoc goi la dao ham clp n cia

f(x), ki hiéu 1a " (x).
FM(x) = (f(”’”(x))

!

2.TiM CU'C TRI, GIATRI LGN NHAT, GIA TRI NHO NHAT (NEU C0)
CUAHAM SO
a) Tim cwe tri cia ham sd

Dé tim cwe tri clia ham s, ta dung lénh Extremum (<ham s6>), két qua sé dwoc hién thi ngay
bén dwéi, dwdi dang toa dd cac diém cuec tri cha dé thi ham sb.

1 Extremum(2 x* + 3 x* — 36 x — 10)
- {(-3,71),(2,-54)}

Ngoai ra ta c6 thé dung Iénh Extremum (<ham sé>, <gia tri clia a>, <gia tri cGa b>) dé tim
cuc trj clia ham sé da cho trén doan [a; b].

1 Extremum(x'4 +2x2—3, —5,7)
- (0, _3)
1 Extremum(x* +2x* — 3,-5,0) Két qua bén c6 nghia: ham sb
da cho khéng cé cwc tri nao trén
- (7,7) khoang (-5; 0).

Cha y. Ta c6 thé quan sat kénh hinh d& cé hinh @nh trwc quan bang cach chon
View — Graphics 2.

Dé xac dinh cuc tri la cwe dai hay cuc tiéu, ta co thé dung dé thi ham sé dé két luan diém cuc
tri 1a diém cwc dai hay diém cuec tidu.

b) Tim gia tri I&n nhat, gia tri nhé nhat (néu c6) cia ham s (trén khoang, doan,
tap xac dinh)

Dé tim gid tri I6n nhat cla ham sé trén mét doan [a;b] cho trwdc, ta ding lénh

Max (<ham s6>, <a>, <b>); két qua trd vé sé |a toa d6 clia mot diém, tung do6 cla diém d6

chinh 1a gié tri Ién nhét can tim.

1 Max(x* —3x%+2,0,3) Két qua bén c6 nghfa: Ham s6
da cho cé gia tri [&n nhat trén
- (3,56) doan [0: 3] 1a 56, dat tai x = 3.
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Twong tw, dé tim gia tri nhd nhéat cla ham sé trén mot doan [a; b] cho trwoc, ta dung lénh
Min (<ham sbé>, <a>, <b>); két qua tra vé sé |a toa dd cia mét diém, tung dé cla diém dé

chinh 1a gia tri nhé nhéat can tim.

Min(x* — 3 x* +2,0,3)

Ve —1
27

3.TiM CAC PUONG TIEM CAN CUA PO THIHAM SO

Dé tim cac dudng tiém céan clia db thi ham sé da cho, ta dung Iénh Asymptote (<ham s6>);

két qua s& dwoc hién thi ngay bén dwdi.

x2—4x+5)

A tot
1 sympoe( —3

- {y=x—1,x = 3}

2
1 Asymptote ((x -2)- )

x—2
- {}

4.VE PO THIHAM SO

Két qua bén co6 nghia: Ham s6 da cho
c6 2 dwdrng tiém cén la tiém cén xién
y=x-1vatiém can dirng x = 3.

Két qua bén c6 nghia: Ham s6 da cho
khong c6 dwong tiém can.

Khéi déng GeoGebra va chon View — Graphics 2 dé vé dé thj clia ham sé. Khi d6, man hinh
hién thi s&n hé truc toa d6 dang luéi 6 vudng.

a) Vé do thi cia ham da thirc (khdng can vé tiém can)

Nhap ham sé vao 6 1&8nh, man hinh sé hién thi db thi cia ham sé can vé (H.T.1).

[(B] &1 100 lQ &N = ¢
o1 2IE - A =N
@ fiy—-x"—-32-0x410

+

—20 e,

—25

Hinh T.1



b) Vé dé thi cGa ham phén thirc

— Budéc 1. V& tiém can cla dé thi ham phan thirc bang cach st dung cau lénh da duoc
giéi thiéu trong Muc 3.

— Buéc 2. V& db thi ham phan thirc bang cach nhap ham sé vao é 1énh (H.T.2).
Y GeoGebra Classic

[&] &4 @0)&) 5 =] ¢

T I

S - I =N =
2 _
® f= A:ympLole(2 X2 = j; 1)
— y=x+1 05, x=1}
@ _ B aifi
g -
+
6
®
@
Q,
=

Hinh T.2
+ V& dd thi clia cac ham sé khac
— Budc 1. V& tiém can cla db thi ham sé (néu c6) bang cach s dung cu Iénh da dwoc
gi6i thiéu & Muc 3.
— Buéc 2. V& db thj ciia ham s6 bang cach nhap ham sé vao 6 1énh (H.T.3).
A7 AP o0& NZ % 5 Q

2 =
o= Asymptote( i Lok ) ‘f\l ’

3-2x-5x

o

= {y=-02x=-1x=086

2 +x+1
® w- 3-0x-5+

02

2 18 -8 14 -2 08 08 %4 02 0 02 04 o 08 1 12 14 16 18 2 22 24 28 28 3 32

04

06

08

Hinh T'3



Chu y. Néu muén st dung giao dién tiéng Viét, sau khi khéi déng GeoGebra, chon Options
— Language — Vietnamese/Tiéng Viét. Khi do, thay vi cu phép Iénh tiéng Anh nhw trinh bay
& trén, ta dung cu phap Iénh tiéng Viét twong rng nhw trong bang sau:

Lénh Cu phap lénh tiéng Anh Cu phap lénh tiéng Viét

Tinh dao ham cép 1 cla

e Derivative (<ham $6>) DaoHam (<ham s6>)
ham so

Tinh dao ham cép cao L . x £ i .4 £ 4
i P Derivative (<ham s6>, <sé cap>) | DaoHam (<ham s6>, <sé cap>)

clia ham sé
Tim cwe tri cla ham sb| Extremum (<ham s6>) CucTri (<ham s6>)
Tim cuwc tri clia ham sb| Extremum (<ham sé>, <gid tri | CucTri (<ham sb>, <gia tri
trén doan [a; b] cua a>, <gia trj cua b>) cua a>, <gia trj cda b>)
Tim gia tri Ién nhét cta x ]

I‘ g'; I . Max (<ham s0>, <a>, <b>) GTLN (<ham sb6>, <a>, <b>)
ham s6 trén doan [a; b|
Tim gatinhonhatcual v psm sgs <o <p) GTNN (<ham sé>, <a>, <b>)
ham s6 trén doan [a; b]
Pliepede Rl - Asymptote (<ham s6>) TiemCan (<ham s6>)

cla dbé thi ham sb

THU'C HANH

St dung phdn mém GeoGebra thuc hién céc yéu céu sau:
1. Cho cac ham sb da thirc sau:

() y=3C+Bx+t @ y=xX-6x+9 (I y-x‘-4x+3

a) Tim dao ham cap mét va dao ham cép hai cla cac ham sé trén.
b) Tim tat ca cac diém cuwc tri ciia cac ham sé trén.
c) V& db thj ctia cac ham sé trén.

2. Cho cac ham sé phan thirc hivu ti sau:

X 2x -1 x*-2x-8
1 e 2 —— 3 S T o 4 =5x+1+

2x -3

a) Tim dao ham cap mét clia cac ham sé trén.
b) Tim céc duéng tiém can clia dd thi cac ham sb trén.
c) V& db thj ctia cac ham sé trén.

3. Tim gia tri I&n nhét va gia tri nhd nhat cha cac ham sé sau:

a) y=x°—3x> —9x+35trén doan [-4; 4],  b)y=-3x* +4x2 ++/2 trén doan [-1 1];

C) y= X+£ trén doan [1,10]; d) y =sin2x —x trén doan [—g; g}
X
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VE VECTO TONG CUA BA VECTO TRONG

KHONG GIAN BANG PHAN MEM GEOGEBRA

MUC TIEU

St dung phan mém GeoGebra, vé& vecto tdng cuia ba vecto cho truwdrc.

Hoat déng: L4y bén diém A, B, C, D trong khéng gian ba chiéu va vé vecto 4 = AB+AC +AD.

Hwéng dan thwe hién:

Buwéc 1. M& phan mém GeoGebra, vao
muc Phoi canh\Vé doé hoa 3D (H.T.4). A Graphing

Bam chubt trai, chon “Hién thi hé tructoa | # "

dé” dé tat phan hien thi hé truc toa d6 | & vedneas
(HT5) Ix= complex adaptive system
E:F Trang tréng trong Excel

A Xacsudt

|4

Tai tap tin

GeoGebra Classic ®

1. Hiénthihétructoads
< Show Plane v
T Hién thi lusi

Thanh diéu hwéng

@, Phong to / thu nhé ’
[Vl Hién thi tat ca cac ddi twong
M Go6c nhin mac dinh
€2 Hién thidang 3D ...

Hinh T.4

Bwére 2. Chon céng cu “Diém méi” dé vé cac diém A, B, C, D
trén mat phang mau xam (H.T.6).

Chu y. Ta cé thé di chuyén cac diém bang cach kich chubt
phai vao diém dé hién ra cac mii tén di chuyén 4 chiéu va
2 chiéu, sau d6 di chuyén diém theo hwéng tvong (rng voi
chiéu mai tén.

A iA

Buwérc 3. Sir dung cong cu vé vecto qua 2 diém (H.T.7) dé vé
ba vecto AB, AC, AD.

Buwéc 4. Sir dung céng cu “Budng song song” (H.T.8) dé vé
cac duong thang song song véi cac vecto AB, AC .

> e d o4

i# Duwéng vuéng géc

~*— Budng song song
.é Bueéng phén gidc

ﬂ Céc tiép tuyén

_\Q Puong aéi cuc hoac duong kinh kéo dai
6 Quy tich
Hinh T.8

Hinh T.5

X (A7 > DB
+ oA Didm méi

Piém thudc déi tuong

>-( Giao diém ciia 2 dbi twong

. * Trung dim hoac tam

/ Danvhily dan diém

Hinh T.6

A boe

/ Pudng thdng qua 2 diém )

" Doan thang

& Doan thdng voi do dai ¢ dinh
o~ Tia di qua 2 diém

o7 Vécto qua 2 diém

,/;' Chon véc to tir diém

Hinh T.7




Xac dinh giao diém E cla hai dwdng thdng d6 bang coéng cu “Giao diém cla 2 déi twong”.
Vé vecto AE.

Theo nguyén t4c hinh binh hanh, ta cé: AE = AB+AC.
D

& E

.

Hinh T.9
Buwérc 5. St dung cong cu vé dudng thang song song dé vé cac dweng thang song song véi

cac vecto AD, AE va xac dinh giao diém F cla hai dwong thang do.

Buwérc 6. V& vecto AF.
Theo nguyén tic hinh binh hanh, ta c6: AF = AE +AD = AB+AC +AD.

Vay AF chinh Ia vecto i can dung.

Hinh T 11
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DO DAI GANG TAY

MUC TIEU

Thuc hién thu thap va phan tich dir liéu dé so sanh dé dai gang tay ctia hai nhém hoc sinh nam

va hoc sinh nir trong I&p hoc.

D6 dai gang tay 1a mét sé do cla co thé. Cac nha san xuét
gang tay can clr vao d6 dé san xuét cac san pham véi kich
thwde khac nhau dung trong y té, thé thao, lao déng, ... Liéu
chiéu dai gang tay ctia nam gi&i co khac biét so vai nir gii?
Phan bé cla chiéu dai gang tay nhw thé nao?

Trong bai nay, ching ta sé thwc hién mét phan tich nhé trong
pham vi 1&p hoc dé& so sanh chiéu dai gang tay ctia cac ban
nam va cac ban nir. Ta sé thu thap dir liéu trén hai nhéom va
so sanh théng qua tinh toan nhirng sé do théng ké mo ta
da hoc.

1. THUTHAP DU LIEU

Chuén bj:

« Thwoc ké céd vach chia centimét;

« But, giay.

Thuc hién:

a) Cach do dd dai gang tay nhw sau:
- bat thwéce trén ban;

— Pwa ngon tay cai va ngoén tay Ut cua ban tay phai I1én phia trén thwérc;

— Pat ngdn céi tai diém danh déu 0 cm;

— D&n ngén Gt téi da va xéc dinh vi tri cla dau ngon Ut trén thudce.

b) Thu thap di liéu theo mau phiéu sau:

Khao sat vé do dai gang tay
Gidi tinh cua ban

(NI

I)Nam

Pd dai gang tay (don vi: cm) clia ban thuéc pham vi nao sau day?
Che;17)

n7;18)

8 19)

9; 20)

O[20;21)

l21,22)

(Ol22; 23)

([23; 24)

i

Phiéu khao sat co thé tao trén
Google biéu mau (Google form).




) no1. Lwu dit liéu thu dwoc vao bang theo mau sau:

Chiéu dai gang tay (cm) Np Nam
[16: 17)
[17: 18)
[18; 19) \
[19: 20) \
[20; 21) \
[21: 22)
[22: 23) \
[23: 24)

Bang T.1. Két qua do gang tay ciia hai nhém hoc sinh ni¥ va nam

2. TOM TAT VA PHAN TiCH DU LIEU

) 12. Lap bang tan s6 ghép nhém cho di liéu thu dwoc trén tirng nhom theo mau sau day va
minh hoa bang bieu do tan so.

Chiéu dai . . : . . . . .
gang tay (cm) [16; 17)|[17; 18) |[18; 19) | [19; 20) | [20; 21) | [21; 22) |[22; 23) | [23; 24)
Sé hoc sinh nam ? 2 2 2 ? v ? ?
Sé hoc sinh nir ? ? 7 ? ? ? 2 ?

) HB2. Sir dung bang tan sé thu dwoc & HD2, em hay:
a) Tinh d6 dai gang tay trung binh clia cac hoc sinh nit, hoc sinh nam trong I&p va so sanh.

b) Tinh phwong sai, d6 léch chuén va tir d6 tinh hé sé bién thién cla dé dai gang tay clia hai
nhém hoc sinh va so sanh.

) noa. Bang tan sb sau day la dir liéu thu dwoc trén mét [&p hoc. Hay thwe hién HD3 cho mau
sé liéu nay.

Chiéu dai gang tay (cm) | Sé hocsinhnir | Sb hoc sinh nam
[16: 17) 3 0
[17: 18) 6 0
[18; 19) 17 1
[19; 20) 14 4
[20; 21) 2 8
[21: 22) 1 6
[22; 23) 0 3
[23; 24) 0 2
Bang T.2
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) nos. G6c cdng nghé théng tin

Viéc tinh sé trung binh, phwong sai, d6 Iéch chuén clia mau sé liéu dwoc cho trong bang tan
s6 ghép nhom c6 thé thwe hién trén phan mém bang tinh Excel. Sau day la minh hoa viéc
tinh trén mau sé liéu thu dwoc cta hoc sinh nir trong bang cho trong HD4.

Bude 1. Nhap cac dau mut tréi, cac dau mut phai, tan sé cia cac nhom twong rng vao cac

c6t. Sau d6 xac dinh diém dai dién clia tirng nhém (H.T.12).

AutoSave @ oFr

hBE B D

Home Insert Draw Page Layout Formulas Data Review
|:| E@ w
Paste
sum v X« fx =AVERAGE(B2:C2)
A B C 0] E
' Pau mittrdl  D3u mat phai Tan s () BDiém dai dién (x)
| | | ]
2 | 16 17 1 3 =AVERAGE(B2:C2)
3 14 18 b
4 18 19 17
5 19 20 14
6 20 21 2
7 21 22 1l

Buwéc 2. Nhan tan sé véi diém dai dién

Hinh T.12

clia tirng nhém va tinh téng bang cach dung ham

SUM (H.T.13).
AutoSave @ 0FF  (7) = Autosave @orr () B B 9D v
Home Insert Draw Pagelayout Formulas Data Review View Home Insert Draw Pagelayout Formulas Data Review \View
& N " & v
Paste E@ N Paste EE:' "
suM 5| X v fe =D2'E2 SUM 3| X v fx =SUM(F2:F7)
A B c D 3 F A B c ] 3 F
1 Pau mattréi  Dau mat phai Tan 6 () Diém dai dién (x) fax 1 Pau muttrdi  D3u mat phai Tansd () Diém dai dign (x) fex
2 16 17 3 16.5 =D2*E2 2 16 17 3 165 495
3 17 18 6 175 3 17 18 6 175 105.0
4 18 19 17 185 4 18 19 17 185 314.5
5 19 20 14 195 5 19 20 14 19.5 273.0
6 20 21 2 205 6 20 21 2 205 410
7 21 22 1 215 7 21 22 1 215 215
2 TONG 8 | TONG =SUM(F2:F7)
Hinh T.13
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Budc 3. Tinh tbng céc tan sé va thuc hién tinh sé trung binh. Két qué thu dworc sé trung binh
bang 18,71 (H.T.14).

AutcSave @cF () B B Autesave @or N B B D v O -

Home Insert Draw  Page Layout Formulas  Data  Review View Home Insert Draw Pagelayout Formulas Data Review View
i & Calibri (B : <R — | 4 [Q'Ij., A Calibri (Body) Jrz JJa s | ==B| &«
@~ = @~ :

Pasta 3 H ) / - = Paste e B I Uw v Gy A == = 5=
UM A X v fie =g c10 = fx =F8/D8

T A B Y D E f A B I - D E F
1 Dau mat trai  Dau mut phai Tén s6 () Diém dai dién (x) fex 1 Dau muttrdi  D3u mat phai Tan 58 () Biém dai dién (x) fex
F 16 17 3 165 495 2 16 17 3 165 495
3 17 18 6 175 105.0 3 17 18 ] 175 105.0
4 18 19 17 185 3145 4 18 19 17 185 3145
5 19 20 14 195 2730 5 19 20 14 195 2730
6 20 21 2 205 41.0 6 20 21 2 205 410
7 21 22 . 1 + 215 . 215 o 7 21 22 1 215 215
8| TONG I 43 8045 3 TONG 43 8045
3 9
10| 58 trung binh |=F8[Dl .|| 10 S& trung binh 1871 .

Hinh T.14

Budc 4. Bé tinh phwong sai, d6 léch chuén, ta lan lwot lay cac diém dai dién trir di s6 trung
binh va binh phwong két qué (H.T.15).

AutoSave @ oFF

Home Insert Draw  Page Layout Formulas Data  Review View Log-hub ©Q
S ¢ libri (Bo Wiz : b, Wrap Text
| [‘a v
Paste I L J = = = o 5| Merge & Cen
SUM 3 X v fco =(E2:5C51012
A L ; o Formula Bar | & F ;
i D3umGttrsi  D3umGtphdi  TinsS () Diém dai dién(x) o (x — %)
2 16 17 3 16.5 495 -(E2-4C810)72
3 17 18 6 17.5 105.0
4 18 19 17 18.5 3145
5 19 20 14 19.5 273.0
6 | 20 21 2 205 41.0
7| 21 22 1 215 215
8 TONG a3 804.5
9 }
10 | 58 trung binh 18.71

Hinh T.15



Budc 5. Lan luot 14y tAn sé nhan véi cac binh phuong vira tao ra & Budc 4, réi |y téng cac
két qua thu dwoc (H.T.16).

AutoSave @ o () B AutoSave @orr (] B 9

m Insert Draw Page Layout Formulas Data Review View Log-hub O Tell ‘Hoﬂ Insert Draw Page Layout Formulas Data Review View Log-hub Q@ Tell
A g P Tt X
Paste @~ Merge & Center Fasn - A
SUM +| X v f =p2*63 SUM X v fx =SUM(H2:H7)
(4 a B c ) G i g F G H A B € D 3 F G H
% Daumattrdl DAumatphdi  Tan s8 () Diém dai dién (x) £ax a-92 =22, Daumattrdi D3u mutphdi  Tan sé () Diém dai dién (x) Fex (x=%?7 f*@x-%?
a2 B —
2 16 17 |. 3 ! 165 495 | ass  l=mG2 2 16 17 3 16.5 495 488 14.64
3 17 18 6 17.5 105.0 1.46 3 17 18 6 175 105.0 146 8.77
4 18 19 17 18.5 3145 0.04 4 18 19 17 185 3145 0.04 0.74
5 19 20 14 19.5 2730 063 5 19 20 14 195 2730 063 8.75
6 20 21 2 205 41.0 o 6 20 21 2 205 410 321 6.41
7 21 22 1 215 215 7.79 7 21 22 1 215 215 779 7.79
3 TONG 43 8045 8 | TONG 43 804.5 |=SUM(HZ:H7)
] ]
10 55 trung binh 1871 10 56 trung binh 18.71

Hinh T.16
Buéc 6. Tinh phwong sai, d6 Iéch chuan (H.T.17).
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7 21 22 | ¢t | 215 25 779 179 | 7 21 22 1 215 215 7.78 7.79
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Hinh T.17
Két qué thu dwoc, phwong sai clia mau sé liéu la 1,10 va dé léch chuan 1a 1,05.

—® Emcé biét? e
Vao nhirng nam 1990, Christopher Donison va David
Steinbuhler da lan dau tién gi&i thiéu loai ban phim piano 7/8
va 15/16 giup nhirng ngwoi cé do dai gang tay nhé coé trai
nghiém choi dan piano tét hon. Hai loai ban phim nay c6 @
dai méi quang tam la 5,5 va 6,0 (inches) twong trng (nhé hon
S0 v&i 6,5 inches clia nhitng chiéc dan phé bién luc dé) va
chung dwoc ki hiéu 1a DS5.5 va DS6.0. Ngoai ra ho con gidi
thiéu ban phim DS5.1 danh cho tré em. Viéc nay da tao ra tiéu
chudn méi cho viéc sén xuét ban phim piano hién dai.

\ (Theo dsstandardfoundation.org) y,




BANG TRACU'UTU NGU'

Béng bién thién 7

Bai toan téi wu hoa 35
Cao do 61

Cucdai 9

Cuc tiéu 9

Cuctri9

Chi phi bién 34

Diém cyc dai clia d6 thi 9
Biém cuc tiéu clia db thi 9
Piém cuc tri 9

D6 léch chuan 80

D6 thi ham sb 6

DPéng bién 6

Pon diéu 7

Do dai cla vecto 46

Gia tri cwc dai 9

Gia tri cuc tiéu 9

Gia tri 1én nhat 15

Gia tri nhd nhéat 15

Gia toc tire thevi 33

Goc gilra hai vecto 55
Hai vecto bang nhau 47
Hai vecto cung phwong 47
Ham cau 38

Ham chi phi 34

Ham doanh thu 38

Ham doanh thu bién 38

Ham lgi nhuan 38

L-P

Ham loi nhuén bién 38
Hé toa d6 Oxyz 60
Hoanh dé 61

Khédo sat sw bién thién
clia ham sb 26

Khodéng bién thién 76
Khoang tir phan vi 77

Mat phang toa d6 60

Nghich bién 6

Phwong sai 80

Quy tac xét tinh don diéu 8
Quy tac tim cuc tri 11

Tam dbi xirng clia db thj 27
Tap xac dinh ctia ham sé 8
Tich vé hwéng cua hai vecto 56
Tiém can dung 21

Tiém can ngang 20

Tiém can xién 23

Toa d6 cuia diém 61

Toa do cua vecto 63

Téc d6 thay ddi tlrc thoi 33
Téc dé tang trwdng tirc thdi 33
Téc dé phan tng tirc thoi 33
Tung d6 61

T& phan vi thir nhéat 77

T phan vi thir ba 77

Van tbc tlre thoi 33

Vecto don vi 60

99
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BANG GIAI THICH THUAT NGU'

Thuéat ngilv

Giai thich

Cuwec tri clla ham sé

Gia tri cwe dai hodc gia tri cwe tiéu clia ham sé

Biém cuec trj cGa dé thi
ham s6

biém (x,; f(x.)), trong d6 x, |a diém cyc tri cla ham sé f(x)

Biém cuec trj cla
ham s6

Diém cuec tri clla ham sé la gia tri cGa bién sé ma tai d6 ham
sé dat cuwc tri

Gia tri Ion nhat cla
ham so6

Sé M dwoc goi la gia tri 1én nhat cla ham sé y = f(x) trén tap D
néu f(x) < M voi moi x e D va tbn tai x, € D sao cho fix,) = M

Gié tri nhdé nhét cua
ham s6

Sé m dwoc goi la gia tri nho nhéat ctia ham sb y = f(x) trén tap
D néu f(x) = m v&i moi x € D va tbn tai X, € D sao cho fix,) = m

Géc gilra hai vecto
trong khéng gian

Goc AOB, trong d6 OA va OB 1a hai vecto chung gbc va
lan lwot bang hai vecto khac O d& cho

Hé toa dd trong
khéng gian

Hé gbm ba truc vudng gdc v&i nhau tirng d6i mét véi ba vecto
don vi trén ba truc

Khao sat ham sé

Viéc tim tap x&c dinh, xét chiéu bién thién, tim cwc tri, tim cac
gi¢i han dac biét cla ham sé dé va thé hién céc két qua nay
trong bang bién thién

Khoang bién thién cua
mau sb liéu ghép nhom

Hiéu sé gilra gia tri I&n nhéat c6 thé va gia tri nhé nhat cé thé
cla céc gia tri trong mau sé liéu

Quy tac hinh hép

Téng clia ba vecto la ba canh cling xuét phat tir mét dinh cua
hinh hdp bang vecto dwdng chéo cla hinh hop xuat phat tir
dinh dé

Tiém can dirng

Puong thang x = x, goi la tiém can ding cla db thi ham s
y = f{x) néu mbt trong céc diéu kién sau duoc thod man:
lim £(x) = +o0; lim £(x) = —oc; lim F(x) = —0; lim F(x) = +oo

X—xg X=Xy XX X—>Xy

Tiém can ngang

Puong thang y = y, goi la tiém can ngang clia dé thi ham sé
y = fix) néu lim f(x) =y, hodc lim f(x)=y,

Tiém can xién

Pudng thang y = ax + b (a #0) goi la tiém can xién cta dé thi
ham sé y = f(x) néu
lim [f(x)-(ax +b)]=0 hoac lim [f(x)—(ax +b)]=0

X—>+00

Vecto don vi (cua truc)

Vecto c6 huwéng trung v&i hudng cla truc va cd dd dai bang 1




Nha xudt bdn Gido duc Viét Nam xin tran trong cdm on
cdc tde gid ¢ tdc phdm, tw liéu duoc sir dung, trich ddn
trong cuon sdch nay.

Chiu trach nhiém xuat ban:
Téng Giam déc HOANG LE BACH

Chiu trach nhiém néi dung:
Téng bién tap PHAM VINH THAI

Bién tap néi dung: HOANG THI THANH - LUU THE SON
Bién tap mi thuat: NGUYEN BICH LA

Thiét k& sach: NGUYEN BA HOAN

Trinh bay bia: NGUYEN BICH LA

Minh hoa: BUI VIET DUY

Stra ban in: VU THI THANH TAM — TA THI HUONG

Ché ban: CTCP M| THUAT VA TRUYEN THONG

Ban quyén © (2024) thuéc Nha xuat ban Giao duc Viét Nam.

Xuét ban phdm da dang ki quyén tac gia. Tat ca cac phan clia ndi dung cudn sach
nay déu khéng dwoc sao chép, Iwu trir, chuyén thé dudi bét ki hinh thirc nao khi
chwa cb suw cho phép bang van ban clia Nha xuét ban Giao duc Viét Nam.

TOAN 12 — TAP MOT
M3 sé: ...
In ... ban, (@D ...) khé 19 x 26,5 cm.
Ponviin: ...
Cosain: ...
S6 DKXB: .../CXBIPH/.../GD.
S6 QPXB: ../QP - GD - HN ngay ... thang ...n&m ...
In xong va nép lwu chiéu thang ... nam 20...
Ma s6 ISBN: Tap mét: 978-604-0-...
Tép hai: 978-604-0-...



HUAN CHUONG HO CHI MINH

BO SACH GIAO KHOA LGP 12 - KET N8I TRI THU'C VG1 CUOC SONG

1. Ngif van 12, tap mot

2. Ngii van 12, tap hai

3. Chuyén d@é hoc tap Ngit van 12

4. Todn 12, tap mot

5.Toén 12, tép hai

6. Chuyén @é hoc tap Todn 12

7. Lichsi12

8. Chuyén dé hoc tap Lich st 12

9.Diali12

10. Chuyén dé hoc tap Dia li 12

11. Gido duc Kinh t€ va Phap luat 12

12. Chuyén @8 hoc tap Gido duc Kinh té€ va Phap luat 12
13.Vatli 12

14. Chuyén dé hoc tap Vatli 12

15. Hod hoc 12

16. Chuyén dé hoc tap Hoa hoc 12

17.Sinh hoc 12

18. Chuyén dé hoc tap Sinh hoc 12

19.Cong nghé 12 — Cang nghé Dién — Dién ti

20. Chuyén d@é hoc tap Cng nghé 12 - Cong nghé Bién — Pién tit
21.C6ng nghé 12 —Lam nghiép — Thuy san

22, Chuyén dé hoc tap Cdng nghé 12 — Lam nghiép — Thuy san
23.Tin hoc 12 — Binh huéng Tin hoc ing dung

24, Chuyén dé hoc tap Tin hoc 12 —Binh huéng Tin hoc iing dung
25.Tin hoc 12 — Binh huéng Khoa hoc mdy tinh

26. Chuyén dé hoc tap Tin hoc 12 —Binh hudng Khoa hoc may tinh
27. Mithuat 12 —Thiét ké mi thudt da phuong tién
28. Mithuat 12 - Thiét ké @6 hoa

29. Mithuat 12 —Thiét k& thditrang

30. Mithuat 12 — Thiét ké mi thudt san khau, dién anh
31. Mithuat 12 — Li luan va lich sif mi thudt

32. Mithuat 12 —Diéu khac

33. Mithudt 12 - Kién tric

34. Mithudt 12 - Hoihoa

35. Mithuat 12 —B6 hoa (tranh in)

36, Mithuat 12 —Thiét ké cong nghiép

37. Chuyén dé hoc tap Mi thuat 12

38.Amnhac12

39. Chuyén dé hoctap Am nhac 12

40. Hoat dong trai nghiém, hudng nghiép 12

41.Gido duc thé chat 12 -Béng chuyén

42, Gido duc thé chat 12 -Bdng da

43. Gido duc thé chat 12 - Cdu lang

44.Gido duc thé chat 12 -Béng rd

45. Gido duc quéc phong va an ninh 12

46.Tiéng Anh 12 - Global Success — Sach hoc sinh

Cac don vi ddu méi phat hanh

o MiénBac: CTCPPau tuva Phat trién Gido duc Ha Noi
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Bic

« Mién Trung: CTCP Dau tu va Phat trién Gido duc Da Ning
CTCP Sach va Thiét bi Giao duc mién Trung

o Mién Nam: CTCPPau tuva Phat trién Gido duc Phuong Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Nam
CTCP Séach va Thiét bi Gido duc Cliu Long

Sach dién tl:  http://hanhtrangso.nxbgd.vn






